Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 




Xibrar^ 



of tbe 



lUniverdit^ of Misconsin 



3 



Aufgaben 



aus der 



Technischen Mechanik 



Von 



Ferdinand Wittenbauer, 

* • 

0. ö. Professor an der k. k. technischen Hochsehule in Graz. 



I. Band. 

Allgemeiner Teil. 
770 Aufgaben nebst Lösungen. 




Berlin. 

Verlag von Julius Springer. 

1907. 



Alle Rechte, insbesondere das der Übersetzung 
in fremde Sprachen, vorbehalten. 






Druck der Kgl. Unirersitäts-Drackerei von H Stürtz in Würzbarg. 




<z 



116778. 
MAR 23 1308 

SD 

..VV78 



Vorwort. 



Dieses Buch bringt keine Probleme der Mechanik, sondern 
leichte Aufgaben, die von jedem Anfänger auf Grund von Vor- 
lesungen über technische Mechanik gelöst werden können. Sie 
haben den Zweck, dem Studierenden eine Reihe einfacher An- 
wendungen vorzuführen, die ihm das Studium erleichtem und 
die Freude an der Arbeit erhöhen werden. 

Den grössten Teil der hier mitgeteilten Aufgaben habe ich 
für Unterrichtszwecke ersonnen. Aufgaben, deren ersten Autor 
ich ermitteln konnte, habe ich mit dem Namen desselben ver- 
sehen. Insbesonders hatte ich folgenden Werken viel Anregung 
zu verdanken: W. Wal ton, CoUection of Problems of the 
Theoretical Mechanics; E. J. Routh, Dynamik der Systeme 
starrer Körper, deutsche Ausgabe von A. Schepp. 

Ein zweiter Band mit den Aufgaben aus der Festigkeitslehre 
und Hydraulik soll folgen. 



Graz, im September 1906. 



F. Wittenbauer. 



Druckfehler. 



Vor Gebrauch des Buches richtig zu stellen: 

Seite 100, Aufgabe 621: Die Anordnung des Getriebes ist derart, 
daß die drei parallelen Triebstangen sich nur in ihrer eigenen 
Kichtung verschieben. 

Lösungen : 

Aufgabe 20: Lies k statt n. 

21: Rechts fehlt der Faktor a. 
25: Lies p statt r. 
108: Lies q> statt tp. 
283, Z. 3: Lies cos/? statt sin/?. 
298, Z. 4: Lies 5 statt 3 und 4 statt 2. 

386, Z. 3: Lies — —gti« statt + —gti«. 

Z. ö: Liest. = — -^4-^. 
1 2^ g 

394: Lies m^ statt M. 

676, Z. 3: Lies G statt R, 

Z. 4: Lies R statt G. 



n 



691, Z. 10: Links fehlt: -f — m v^^. 

dt 

Z. 11: Lies cü statt cti^ und cc^q statt cüq'^. 
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I. Kräfte und Gleichgewicht. 

1. Kräfte mit gemeinsamem Angriffspunkt. 

1. Fünf Kräfte, die in derselben Ebene liegen und den gleichen 
Angriffspunkt haben, besitzen folgende Großen und Richtungen : Pj = 

lo^ Pg = l5^ P3 = 26^ p^ = 8^ Pg = 12^; ^ (p^p,) = öo«, 

^ (P3P,) ^ 160^ ^ (P,P,) = - 100«, ^ (P5P1) = - 400. Man 
suche Größe und Richtung der Mittelkraft (graphisch und analytisch). 

2. Es soll die Größe und Richtung 
der Mittelkraft von fünf Kräften bestimmt 
werden, die von A nach den Ecken eines 
regelmäßigen Sechseckes gerichtet sind und 
deren Größen durch die Längen dieser 
Linien dargestellt sind (graphisch und ana- 
lytisch). 

3. Eine Kraft P = 280^ soll in zwei Teilkräfte zerlegt werden, ^ 
deren Differenz P^ -— Pg = 100^ ist. Die Teilkraft P^ ist gegen ' 
P unter 20® geneigt. Wie groß sind P^ und Pj? Welchen Winkel 
a schließen sie ein? 

4. Sechs Kräfte, die gemeinsamen Angriffspunkt besitzen, sollen 
durch zwei gleichgroße, aufeinander senkrecht stehende Kräfte ersetzt 
werden, deren Angriffspunkt von dem früheren eine gegebene Ent- 
fernung hat (graphisch). 

5. Zerlege eine Kraft P in zwei Teilkräfte P^ und P2, die im 
Verhältnis 1:2 stehen. Suche den geometrischen Ort aller Kraft- 
dreiecke, welche dieser Bedingung genügen. 

6. Eine Kraft P soll in zwei Teilkräfte P^ und P2 zerlegt 

3 

werden, für welche die Bedingung gestellt wird: Pg = — Pj. Ferner 

Witten bau er, Aufgaben. 1 
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soll Pg mit P den doppelten Winkel einschließen wie P^ mit P. Wie 
groß sind diese Winkel und die Teilkräfte? 

7. Bei der Zerlegung einer Kraft P in zwei Teilkräfte P^ und 
Pg sei der Winkel der einen ^ (P^ P) = a^ gegeben, hingegen der 
Winkel der anderen ^ (Pg P) = x unbekannt Welche Beziehung 
besteht zwischen der Summe S ^ P^ -|- Pg der unbekannten Teil- 
kräfte und dem Winkel x? Welchen größten und welchen kleinsten 
Wert kann S erreichen und für welche Werte von x? 

8. Eine Kraft P = 20^ soll in zwei Teilkräfte zerlegt werden, 
die unter a t= 40^ gegeneinander geneigt sind und im Verhältnis 
1 : m = 1 : 2,5 stehen. Wie groß sind diese Teilkräfte und welche 
Winkel a^icrg schließen sie mit P ein? 

.9« Es sind drei Kräfte mit gemeinsamem Angriffspunkt ge- 

C fi geben. Sie sollen durch drei andere von 

gleicher Mittelkraft ersetzt werden, die auf 
den gegebenen Kräften senkrecht stehen 
und von denen zwei untereinander gleich 
// groß sind. 

10. In den Diagonalen ÄG, CE 
und HB eines rechtwinkligen Parallelepi- 
pedes wirken drei gleiche Kräfte P. Man 
suche ihre Mittelkraft. 

11. Vier gleich große Kräfte P bil- 
den vier Kanten einer regelmäßigen fünf- 
eckigen Pyramide. Wie groß ist ihre 
Mittelkraft und wo trifft sie die Grund- 
fläche der Pyramide? 

12. Ein System von sechs Kräften 
mit demselben Angriffspunkt hat, bezogen 
auf drei zueinander senkrechte Richtungen 
XYZ folgende Teilkräfte (in Kraftein- 
heiten): 

4, P2y = — 3, P2z= 6 

2» "gy = 1> 1^3z = • 
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P8Z = 



-t 4X 2> ^47 *^» "4z 



4X 
P6X = 



1> "sy — ^> -^52 — o 



i ßX 4, ißv — o, "ßz 



ey 



6Z 
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Wie groß ist die Mittelkraft R dieses Systems und welche 
Winkel schließt sie mit XYZ ein? 
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18. ° Eine Kraft P soll in drei Teilkräfte PiP2P8 zerlegt werden 
für welche f oljgende Bedingungen zu erfüllen sind : 

^ (PiP,) = (PgPs) = (PjPi) = 120», Pi : Pg : Pg = 1 : 2 : 3. 
Wie groß sind diese Teilkräftß und welcheWinkel schließen sie mit P ein ? 

14. Eine Kraft P soll in drei Teilkräfte PjPgPa zerlegt werden, 
die aufeinander ' senkrecht stehen ; ihr Verhältnis ist 1:2:3. Wie 
groß sind diese Teilkräfte und welche Winkel schließen sie mit P ein ? 

15. Drei Kräfte besitzen gleiche Größe P, gleichen Angriffs- 
punkt und sind untereinander unter gleichen Winkeln a geneigt. Sie 
sollen durch drei andere Kräfte ersetzt werden, welche dieselbe Mittel- 
kraft besitzen und auf den drei Ebenen der gegebenen Kräfte äenk- 
recht stehen. Wie ^ß muß jede dieser drei Kräfte sein? 

16. In' der Mitte A eines Quadrates ruht ein 
Punkt, der durch vier gleichgespannte elastisch^ 
Fäden mit den Ecken rerbunden ist. Man bringt 
sodann den Punkt in eine beliebige Lage M und 
läßt ihn aus. Welche Kraft wirkt auf M ein, 
wenn die Spannungen der elastischen Fäden ihren 
Längen proportional sind? (Wal ton.) 

*17. In der Verlängerung eines homogenen Stabes .von der 
Länge 1 und der Masse M be- 
findet sich. eine Punktmasse m, ■ ' . . i p 

die von allen Punkten des 
Stabes nach dem Newton sehen Gesetz angezogen 
wird. Wie groß ist die Gesamtanziehung, die auf 
m ausgeübt wird ? 

*18. Ein homogener Stab von der Länge J 
und der Masse M wird von der symmetrisch ge- 
legenen Punktmasse m nach dem Newton sehen 
Gesetz angezogen. Wie groß ist die, Gesamtan- 
ziehung, die auf m ausgeübt wird? 

*19. Ein Kreisbogen, über den die Masse M 
gleichförmig verteilt ist, wird von einer Punkt- 
masse m im Mittelpunkt nach dem New ton sehen 
Gesetz angezogen. Wie groß ist die G«samtan- 
ziehung des Bogens auf m? 

2. Gleichgewicht des Punktes. 

20. An einen vertikal herabhängenden elas- 
tischen Faden wird ein Gewicht G gehängt. In 
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welcher Tiefe x unter der Anfangslage bleibt das Gewicht im Gleich- 
gewicht, wenn die Spannung des Fadens proportional (k) der Längen- 
änderung ist? 

21. Ein frei beweglicher Punkt m wird von zwei festen Massen- 
punkten mj und m2 nach dem New ton sehen Gesetz angezogen. 
In welcher Entfernung x von m^ bleibt m im Gleichgewicht, wenn 
a die Entfernung m^m^ ist? 

22. Ein frei beweglicher Punkt m wird von zwei festen Punkten 
m^ma angezogen und zwar von m^ verkehrt proportional, hingegen 
von mg direkt proportional der Entfernung. Die anziehenden Kräfte 
in der Einheit der Entfernung sind kj und kg. An welchen Stellen 
ist m im Gleichgewicht? Wann ist es unmöglich? 

23. Man verbinde den Schwerpunkt S eines Dreiecks mit den 
drei Ecken ABC. Die Strecken SA, SB, SC mögen Kräfte dar- 
stellen. Man beweise auf graphischem Weg, daß sie im Gleich- 
gewicht sind. 

24. Drei Kräfte wirken in den Höhen eines Dreiecks ; sie sind 
den zugehörigen Grundlinien proportional und nach den Ecken gerichtet 
Man beweise, daß diese Kräfte im Gleichgewicht sind. (Petersen.) 

25. Ein Punkt vom Gewichte G ist an einem Faden von 
der Länge 1 aufgehängt und wird mit einer Kraft 

1 
K = G — horizontal abgestoßen. Bei welchem 

Winkel q) besteht Gleichgewicht? Wie groß ist 
die Spannung S des Fadens? 

26. Drei feste Massenpunkte m^m2m3 ziehen 
einen frei beweglichen Punkt m proportional den 
Massen und den Entfernungen an. Man rechne 
die Koordinaten der Gleichgewichtslage von m, 
wenn x^y^, Xgjg, Xgjg die Koordinaten der drei 
festen Punkte sind. 

27. Verallgemeinere die vorige Aufgabe 
für n Massenpunkte des Raumes. 

28. Drei gleiche Massenpunkte m liegen 
in gleichen Entfernungen a auf einer Geraden 
fest. Ein frei beweglicher Punkt M wird von 
den beiden äußeren Punkten m mit Kräften 
angezogen, die den Massen und dem Quadrat 
der Entfernung proportional sind; von dem 

Aufg. 28. mittleren Punkt m wird M nach dem gleichen 





Gleichgewicht des Punktes. 





Gesetze abgestoßen. Bei welcher Entfernung x ist M im Gleich- 
gewicht ? 

29. Zwei Walzen mit den Halb- 
messern R und r werden von einem 
Seil umschlungen, das die Spann- 
ung S besitzt. Welchen Druck D 
üben die Walzen aufeinander aus? 
(Walton.) 

30. Ein Faden ist in A und B 
befestigt und tragt in C ein Gewicht P. 
Wie groß sind die Spannungen S^ und 
S2 in den Fadenstücken AC = a i^nd 
BC = b, wenn der Winkel AGB =r y 
gegeben ist? 

31. Über zwei kleine glatte Bollen 
A und B läuft eine Schnur, die an drei 
Stellen mit P, G und Q belastet ist. In 
welchem Verhältnis werden AC und CB 
stehen ? 

32. Ein Seil ist in A befestigt und 
geht bei B über eine kleine glatte Rolle. Es 
trägt bei C und D zwei Gewichte P und Q, 
deren Verhältnis zu bestimmen ist, wenn die 
Richtung von P die Strecke AB = a halbieren 
soU (AC = b). (Walton.) 

33. Ein schwerer Punkt vom Gewicht 
G liegt auf einer geneigten Ebene; er wird 

durch zwei gleiche Kräfte — , von denen 

die eine horizontal, die andere in der Ebene 
aufwärts wirkt, im Gleichgewicht erhalten. 
Unter welchem Winkel a ist die Ebene 
geneigt? Wie groß ist der Druck des 
Punktes auf die Ebene? 

34. Ein Punkt vom Gewicht G 
wird auf einer schiefen Ebene, die unter a 
geneigt ist, von drei Kräften P im Gleich- 
gewicht erhalten, die in der gezeichneten 
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Weise wirken. Wie groß muß P sein und wie groß ist der Wider- 
stand D der Ebene? 

35. Ein Punkt M vom Gewicht G kann auf einer vertikalen, 
glatten Kreisbahn gleiten und wird vom tiefsten Punkt C mit einer 

Kraft abgestoßen, die dem Quadrat der Ehtr 
fernung verkehrt proportional ist. k ist die 
Abstoßung in der Einheit der Entfernung. 
An welchen Stellen des Kreises ist M im 
Gleichgewicht? Wie groß ist der Wider- 
stand W der Unterstützung? 

36. Ein frei beweglicher Punkt M, 
der längs eines glatten Halbkreises gleiten 
kann, wird von den Endpunkten des Durch- 
messers M^Mg proportional den Entfernungen 
angezogen, k sei die Anziehung in der 
Einheit der Entfernung. An welchen Stellen 
des Halbkreises bleibt M im Gleichgewicht? 
Wie groß ist der Widerstand der Unter- 
stützung? 

37« Ein Massenpunkt m wird von drei gleichen Massenpunkten, 
die in den Ecken eines gleichschenkligen Dreiecks liegen, nach dem 
Newton sehen Gesetz angezogen und befindet sich in dem Hal- 
bierungspunkt der Dreieckshöhe im Gleichgewicht. In welchem Ver- 
hältnis müssen Grundlinie b und Höhe des Dreiecks h stehen? 

38. Ein frei beweglicher Punkt wird von den Ecken eines 
gleichseitigen Dreiecks m^mgmg proportional den Entfernungen an- 
gezogen. Die Anziehungen dieser drei Punkte in der Einheit der 
Entfernung stehen im Verhältnis k^ : kg : kg = 1 : 2 : 3. In welchen 
Entfernungen r^rgrg von m^mgmg ist der Punkt im Gleichgewicht? 

39. Ein Punkt M, der auf einer Geraden gleiten kann, wird 
von zwei außerhalb der Geraden liegenden Punkten M^Mg verkehrt 
proportional dem Quadrat der Entfernung angezogen. Er befindet 




^/K 



c^ 



P^2 



'"v,^/ 



sich im Gleichgewicht, wenn M^M senk- 
recht steht zu MgM. In welcher Be- 



ziehung müssen die Stücke abc stehen? 

Wie groß ist der Widerstand c W der 

^ ^ __.^___-^ Geraden, wenn k die Anziehung in der 

Einheit der Entfernung ist? 

40. Auf einem parabolischen Bogen kann ein schwerer Punkt 



Gleichgewicht des. Punktes. 




Aufg. 40. 





Aufg. 42. 



G gleiten, der von der Achse der Parabel mit einer Kraft K ab- 
gestoßen wird; es sei 
K = ky. An welcher 
Stelle ist G im Gleich- 
gewicht? (Wal ton). 

41. Ein schwerer 
Punkt M mit dem Ge- 
wichte G liegt auf der 
Hypothenuse eines recht- 
winkligen Dreiecks OAB und yjfhd von O ver- 
kehrt proportional dem Quadrate der Entfernung 
angezogen. Er befindet sich in der Mitte der 
Hypothenuse AB = 1 im Gleichgewicht Wie 
groß ist die Anziehung k in der Einheit der 
Entfernung? Wie groß ist der Widerstand der 
Hypothenuse? Wann wird das Gleichgewicht 
unmöglich ? 

42. Ein beweglicher Punkt M kann längs 
der Seite a eines rechtwinkligen Dreiecks gleiten 
und wird von dessen Ecken MjMg pro- 
portional den Entfernungen angezogen, 
k sei die anziehende Kraft in der Ein- 
heit der Entfernung. An welcher Stelle 
ist M im Gleichgewicht? Wie groß ist 
dort der Widerstand W der Dreiecks- 
seite a? 

43. Eine kleine Masse m wird durch 
vier gleichlange, gleichgespannte elastische 
Fäden a mit vier Punkten verbunden, die 
in den Ecken eines Quadrates liegen. Wenn 
einer dieser Punkte um x in der Diagonale 
des Quadrates verschoben wird, um wieviel 
(z) verschiebt sich die Gleichgewichtslage von 
m? Wie groß muß x gemacht werden, 
damit m nach M konmit? Die Faden- 
spannung ist der .Fadenlänge proportional. 

44. Auf einem glatten Kreise sind zwei schwere Punkte G^ 
und Gg, die durch einen undehnbaren Faden verbimden sind, im 
Gleichgewicht. Welche Beziehung [besteht zwischen [denj Winkeln 
<pi und qpj? 




Aufg. 43. 




Aufg. 44. 
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45. Die £!ckpunkte eines Quadrates M^ M, M3 M4 ziehen 

einen beweglichen Punkt M proportional 
den Entfernungen an. Die Anziehungen in 
der Einheit der Entfernung seien beziehungs- 
weise kj = k, kg = 2 k, kj = 3 k, k^ 
= 4 k. Der Punkt M kann sich nm* auf 
dem Umfang eines glatten Kreises bewegen, 
welcher dem Quadrate umschrieben ist. An 
welchen Stellen des Kreises ist M im Gleich- 
gewicht? Wie groß ist der Widerstand W 
der Unterstützung an diesen Stellen? 

46. Ein frei beweglicher Punkt M kann 
am glatten Umfang eines regelmäßigen Sechs- 
eckes gleiten und wird von den drei Ecken 
Ml Mg M3 proportional den Entfernungen an- 
gezogen. An welchen Stellen befindet sich 
M im Gleichgewicht? 

47. Ein schwerer Punkt vom Ge- 
wicht G kann auf einer gleichseitigen 
Hyperbel gleiten. Welche Horizontalkraft 
H muß auf den Punkt ausgeübt werden, 
damit er an jeder Stelle der Hyperbel 
im Gleichgewicht bleibt? Wie groß isf. 
der Druck D zwischen Punkt und Hyperbel ? 

48. Um eine Walze vom Gewicht 
G wird ein elastischer Faden geschlungen 
und geknüpft. Solange seine Länge 1q = 

2 T7i ist, bleibt der Faden un- 
gespannt. Nun wird der Faden 
und mit ihm die Walze in einem 
Punkt O aufgehoben. Man be- 
rechne den Winkel q) für Gleich- 
gewicht. 

49. Der Umfang eines 
gleichschenkligen Dreiecks ist 
gleichförmig mit Masse belegt, 
die einen Massenpunkt m im 
Aufg. 48. Aufg. 49. Innern des Dreiecks nach dem 

Newton sehen Gesetz anzieht. An welcher Stelle ist m im Gleich- 
gewicht ? 






Das ebene Eraftsystem. 
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Aufg. 50. 



3. Das ebene Eraftsystem. 

60. Von den drei Kräften PPQ, deren erste ein Kraftpaar 
bilden, soll ohne Parallelogramm oder Seileck 
die Mittelkraft gesucht werden. 

51. Man nehme drei Kräfte mit beliebi- 
gen Angriffspunkten und drei Kraftpaare an 
und suche ihre Mittelkraft auf zwei verschiedene 
Arten. (Graphisch.) 

62. Gegeben sind vier Parallelkräfte vpn 
verschiedenem Sinn; man suche jene Kraft, die mit ihnen ein Kraft- 
paar von gegebenem Moment bildet. (Graphisch.) 

53. Nehme fünf beliebige Kräfte an und suche mit Hilfe des 
Seilecks ihre Mittelkraft. Zeige, daß sie ihre Lage nicht ändert, 
wenn man die Strahlen des Kraftplans von einer andern Stelle 
aus zieht. 

64. Eine gegebene Kraft P soll in vier Parallelkräfte zerlegt 
werden, deren Lagen gegeben sind; es soll PitPg = 1^2 und 
PgiP^ = 3; 4 sein. Wie groß sind diese vier Kräfte? (Graphisch.) 

56. Gegeben sind drei parallele Kräfte und zwei zu ihnen 
parallele Gerade. Welche Kräfte müssen in letzteren wirken, wenn 
Gleichgewicht bestehen soll? (Graphisch.) 

66* Eine gegebene Kraft P soll in drei Parallelkräfte zerlegt 
werden, deren Lagen gegeben sind ; eine von ihnen ist die Summe 
der beiden andern. (Graphisch.) 

67. Eine gegebene Kraft P soll in drei Parallelkräfte zerlegt 
werden , die im Verhältnis P^ : Pg : Pg = 1:2:3 stehen. Von 
zweien dieser Kräfte ist ^uch die Lage gegeben. (Graphisch.) 

68« Eine gegebene Kraft P soU in vier beliebig gelegene Kräfte 
zerlegt werden. Überdies ist die Größe einer der Teilkräfte bekannt. 

69. Die Seiten eines ebenen Polygons, in derselben Richtung 
durchlaufen, stellen Kräfte dar. Welches ist ihre Mittelkraft? 

60. Längs der Seite AB 
eines Quadrates ABCD wirke 
eine Kraft P ; man zerlege sie 
in drei Teilkräfte, welche in 
den andern Seiten des Qua- 
drates wirken. 

61. In den Seiten und 
Diagonalen eines Quadrates Aufg. eo. 
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wirken sechs Kräfte, deren Größen durch die Längen der betreffen- 
den Geraden dargestellt sind und deren Richtungen durch die Pfeile 
gegeben sind. Man suche die Mittelkraft. 

62. Vier Kräfte: Pi = 5^, P^ = 10^, Pg = 4^, P^ = S^ 
besitzen in bezug auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem folgende 
Gleichungen : 

Pj . . . . y=l,5x-f 2 

. Pj, . . . . y = 2x+4 
Pj . . . . y = 0,5x— -6 

Jr ^ • • • « X ^— ö 

Pj und P4 drehen im Sinne des Uhrzeigers um den Koordinaten- 
Mittelpunkt, P2 und P3 in entgegengesetztem Sinne. Zu suchen 

ist die Größe, die Gleichung und der 
Drehungssinn der Mittelkraft. 

63. In den Seiten eines regelmäßi- 
gen Sechsecks wirken vier Kräfte von 
angegebener Größe und Richtung. Man 
suche die Mittelkraft. 

64. Sechs parallele Kräfte haben 
folgende Größen: P^ = 6^ P2 = — 8^ 
P3 = 2k, P, = 4'^, P5 = — 3k, Pe = 
— 5 '^ ; ihre Abstände voneinander sind der 
Reihe nach: 2°^, 3°^, 1°^, 4°^, 3°^. Wo 

liegt die Mittelkraft und wie groß ist sie? (Graphisch und rech- 
nerisch.) 

66. Die Kraft P soll in drei gleiche Teilkräfte P^ = Pg == 

P 

Pg = — zerlegt werden, welche in der gleichen Ebene liegen. Die 




Aufg. 63. 




n 



Schnittpunkte A^ÄgAg dieser Teilkräfte mit P liegen in dieser 
Reihenfolge in der Kraftrichtung und zwar ist A^ Ag = Ag Ag. 
Welche Winkel a-^a^a^ werden die Teilkräfte mit P einschließen? 

66. Ein Stangenkreuz von vier gleichen 
Armen a wird an den Enden von vier Kräften 
PPQQ senkrecht zu den Armen beansprucht 
(P > Q). In welchem Verhältnis müssen P 
und Q stehen, wenn die Mittelkraft aller 
"Ä Kräfte vom Mittelpunkt des Stangenkreuzes 
den Abstand 2a haben soll? Wie groß ist 
diese Mittelkraft? 



i 



r 



Cb 
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67. Eine um ihre Achse drehbare Walze 
vom Halbmesser r wird von vier gleichge- 
spannten Fäden gehalten, die nach den Ecken 
eines Quadrates gehen. Die Spannung der 
Fäden ist deren Länge proportional; sie ist 
k für die Fadenlänge gleich dei* Längenein- 
heit. Die Quadratseite ist doppelt . so lang 
wie der Durchmesser der Walze. Man ver- 
drehe diese um 90®; welche Mittelkraft werden die vier Fäden auf 
die Walze ausüben? 

68. Ein gleichseitiges Dreieck wird 
von drei Kräften P, 2P, 3P angeregt, die 
senkrecht zu den Seiten des Dreiecks stehen. 
Wie groß ist die Mittelkraft B und welche 
Richtung hat sie ? (Graphisch und rechnerisch.) 

69. In den Ecken des regelmäßigen 
Fünfecks ABCDE wirken fünf Kräfte, 
welche sämtlich nach dem Schnittpunkt O 
der Seiten AB und DE gerichtet und den ^^«- ^ 
Entfernungen der fünf Angriffspunkte A, B, C, D, E von O pro- 
portional sind. Man suche den Mittelpunkt dieses Kraftsystems. 

70. In den Ecken eines gleichseitigen Dreicks ABC von 
der Seitenlänge a wirken drei Kräfte u. zw. Pj = 2 P in A, senk- 
recht zu B C, vom Dreieck abgewendet ; Pg = P in B, parallel zu 
A C ; Pg = P in C, parallel zu A B. Man suche den Mittelpunkt 
dieses Kraftsystems. 

*71. Zwei gegenüberliegende Seiten eines Rechtecks von der 
Länge 1 haben den Abstand a voneinander und sind gleichförmig 
mit Masse belegt Die Punkte ziehen einander nach dem Newton- 
schen Gesetz an. Wie groß ist die Gesamtanziehung der beiden 
Seiten aufeinander? 




4. Gleichgewicht des ebenen Kraftsystems. 

72. In O hängt eine. Kugel vom Gewicht Q 
und ein Gewicht G, dessen Faden die Kugel berührt. 
Welchen Winkel cp wird OM mit der Vertikalen ein- 
schließen, wenn Gleichgewicht besteht? (Wal ton.) 
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73« Ein in A gelenkig befestigter Stab AB 
= a vom Grewicht G lehnt sich bei B an eine 
vertikale Wand. Der Schwerpunkt der Stange ist 
um b von A entfernt. Wie groß sind die Drücke 
in A und B? Welchen Winkel q) schließt der 
Gelenkdruck mit der Horizontalen ein? 

74. Ein Stab von gleicher Art wie 
in voriger Aufgabe stützt sich bei A an 
den glatten Boden, bei B an eine unter 
ß geneigte glatte Wand. Welche Hori- 
zontalkraft P muß in A angebracht werden, 
damit der Stab im Gleichgewicht bleibt? 
Wie groß sind die Drücke in A und B? 

75. Ein prismatischer Körper von der 
Länge 1, dem Querschnitt ABCDE und 
dem Einheitsgewicht y ruht auf horizontaler 
Ebene. Er ist am Bande mit P belastet. 
Wie groß muß P sein, wenn der Stellungs- 
winkel q) gegeben ist? 

76. Eine schwere Stange AB =^ 2a 
stützt sich an Wand und Boden und wird 
in C von einem Seil festgehalten. Bekannt 
sind das Gewicht G der Stange sowie die 
Stellungs Winkel a und w. Wie groß ist 
die Spannung S im Seil? 

77« In eine glatte Hohlkugel vom 
Halbmesser r wird ein schwerer Stab AB 
= 2 a vom Gewicht G gelegt. Unter 
welchem Winkel q) bleibt der Stab im 
Gleichgewicht ? Wie groß sind die Drücke 
in A und C? 

78, Eine Halbkreisfläche vom Ge- 
wicht G ist in B drehbar aufgehängt und 
wird in C durch einen Faden AC gehalten. 
ACB ist ein bei C rechtwinkliges, gleich- 
schenkliges Dreieck. Wie groß ist die 
Faden Spannung S und der Auflagerdruck 
in B? Welchen Winkel q) bildet dieser mit BA? 

79. Ein schwerer Stab AB = 2a vom Gewicht G ist bei 




■.m^;/^mm^:^x^^m;fBm 
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A drehbar befestigt. Das Ende wird durch ein Seil gehalten, das 
über zwei Rollen C und D läuft. Wie groß 
muß die Zugkraft P des absolut biegsamen g 
Seiles sein, damit der Stab unter eiiiem 
bestimmten Winkel a im Gleichgewicht er- 
halten wird? Wie groß ist der Auflager- 
druck in A und welchen Winkel qp schließt 
er mit der Vertikalen ein ? Vorausgesetzt ist 
AB=AC. 

80. Ein rechtwinkliges gleichschenkliges Drei- 
eck vom Gewicht G ruht mit den gleichen Seiten 
auf zwei glatten Nägeln A und B, die in gleicher 
Höhe liegen und den Abstand a besitzen. Welchen 
Winkel (f schließt die Höhe CD = h des Drei- 
ecks mit der Vertikalen ein, wenn Gleichgewicht besteht? Wie groß 
sind die Drücke in A und B? (Wal ton.) 

81. Ein schwerer Stab A B = 2 a vom Gewicht G stützt sich 
mit seinem untern Ende A an die Innenseite 
einer Parabel und liegt auf dem Brennpunkt der- 
selben auf. Welchen Winkel qp schließt der Stab 
mit der vertikalen Achse der Parabel ein, wenn 
Gleichgewicht besteht? Wie groß sind die Drücke 
in A und F? (Wal ton.) 

82. Am Ende E eines Stabes B E hängt 
ein Gewicht G ; der Stab ist in B gelenkig be- 
festigt und wird von einem biegsamen Faden 
CAD gehalten, der bei A durch einen glatten 
Ring läuft. Es ist BC =r DE und A C = AD. 
Wie groß ist die Fadenspannung S ? Wie groß 
ist der Widerstand W im Gelenke und welchen 
Winkel q> bildet er mit BA? (Wal ton.) 

88, Eine Walze vom Gewicht G liegt 
auf zwei schiefen Ebenen, die unter den 
Winkeln a und ß geneigt sind. Wie groß 
sind die Drücke A und B an den Berüh- 
rungsstellen ? (L e i b n i t z.) 

84. Drei kleine Kugeln mit den Gewichten G^ :G2 : Gg =3 : 2 : 1 
können in einer vertikalen Kreis-Rinne laufen; sie sind durch drei 
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Aufg. 84. 




Aufg, 85. 




Aufg. 86. 




. P 



gleichlange-. Stäbe miteinander verbunden. Man 
berechne für Gleichgewicht den Winkel qp. 

85. Auf zwei glatten Stangen AO, BO, 
die in einer vertikalen £bene festliegen und 
zueinander senkrecht sind, können sich zwei 
Kugeln von den Gewichten G und G^ bewegen. 
Die beiden Kugeln sind fest miteinander ver- 
bunden. Man suche den Winkel xp für Gleich- 
gewicht, wenn a gegeben ist ; die beiden Drücke 

DD^ auf die Stangen; die Spannung 

S im Stabe GG^. 

86.. Ein Stab vom Gewicht G 
stützt sich auf eine glatte Walze und 
wird von einer gespannten Schnur ge- 
halten, an deren Ende ein Gewicht Q 

hängt.' Wie groß muß das Verhältnis ^=z 

gemacht werden, wenn der Stab mit der Verti- 
kalen einen gegebenen Winkel q) einschliessen 
soll? 

87. Ein Stab OA = 21 vom Gewicht G 
steckt in einer rechteckigen Grube. Es sollen die 
Drücke in O und B ermittelt werden. 

• 88. Ein Stab vom Gewicht G stützt sich 
mit seinem Ende A an einen glatten Boden und 

wird überdies von zwei 
horizontalen Stäben B 
und C gehalten. Wie 
groß sind die Drücke 
in A, B und C ? Die 
Entfernungen AS = 
a (S Schwerpunkt), 




mmmmmmm. 

Aufg. 88. 



Aufg. 87. 

BC = b und der Winkel a sind gegeben. 



5. Gleichgewicht mehrerer Kraftsysteme in der Ebene. 

89. Auf einen Stab AB, der um seinen Mittelpunkt M dreh- 
bar ist, stützt sich ein zweiter Stab CD vom Gewicht G, der bei 
D vertikal aufgehängt ist. An welcher Stelle E darf ein gegebenes 



Gleichgewicht mehrerer Eraftsy&teme in der Ebene. 
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GrewtchtQ aufgehängt werden, damit AB 
im Gleichgewicht bleibt? (Wal ton.) 

90. Zwei gewichtlose Stäbe AB 
und CE sind in C und D gelenkig be- 
festigt und an den Enden B und E mit 
Gewichten P und G belastet. CD ist 
vertikal und AD = CD = BD = a, 
CE = b. Bei welchem Winkel q) 
bleiben die Stabe im Gleichgewicht? 
Wie groß ist der gegenseitig« Druck R 
in A? (Wal ton.) 

91. Zwei schwere Stabe AB = a 
und A C = b mit den Gewichten G^ 
und G2 stützen sich bei A aneinander 
und bei B und C an vertikale Wände. 
Es soll die Entfernung DE = x der- 
selben so bestinmit werden, daß die Stäbe 
im Gleichgewicht sind, wenn sie aufeinander 
senkrecht stehen. 

92. Zwei gleiche schwere Stäbe AC = 
BC=2l sind in C gelenkig verbunden und 
stützen sich in D und E auf zwei glatte 
Bolzen symmetrisch. Es ist DE = a. Bei 
welchem Winkel (p be- 
steht Gleichgewicht? 

* 93. Ein schwerer 

Stab CA = a vom Ge- 
wicht G ist bei O ge- 
lenkig befestigt und stützt 
sich an eine glatte Walze 
vom Halbmesser r, die 

durch einen Faden OB = c in O festgehalten wird. 
Wie gross ist die Spannung S des Fadens? (Wal ton.) 

94. In O hängt an einem Faden eine Kugel 
vom Halbmesser rund vom Gewicht G, an welche sich 
ein schwerer Stab O A = 2 a vom Gewicht Q lehnt, der 
in O gelenkig befestigt ist. Welchen Winkel q) 
schließt der Faden OB = b mit der Vertikalen ein, 
wenn Gleichgewicht besteht? (Wal ton,) 

95. Zwei Walzen mit den Gewichten G^ und Gg 





Aufg. 89. 




Aufg. 90. 




mmmm 

Aufg. 91. 




Aufg. 92. 



Aufg. 93. 
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ruhen auf zwei unter den Winkeln a und ß 
geneigten glatten Ebenen. Welchen Winkel 
q> bildet die durch die Achsen der Walzen 
gehende Ebene mit der Horizontalebene, 
wenn Gleichgewicht besteht? (Walton.) 
96. Drei Walzen mit den Ge- 
wichten GjGgGg liegen nebeneinander 
im Innern eines Hohlzylinders. Welchen 
Winkel q> schließt 00g = rg mit der 
Vertikalen ein, wenn Gleichgewicht be- 
steht? Gegeben : 00^ = r^, OO3 = rg, 



^0,00g = ai, ^08 00g = a3 (Walton.) 




97. 



Zwei gleiche Stäbe A^Bg = 
2 a vom Gewicht G sind in 



ihrer Mitte O gelenkig verbunden, stützen 
ihre untern Enden auf den horizontalen 
Boden und sind an den obern Enden durch 
einen Faden A^Ag verbunden. Zwischen 
ihnen liegt eine Walze vom Halbmesser r 
und vom Gewicht Q. Eü ist die Span- 
nung des Fadens zu berechnen, wenn -^«ge- 
geben ist. (Wal ton.) 
' 98. Zwei gleiche 
Kugeln vom Halb- 
messer r und dem 
Gewicht G werden 
in einen unten offenen 
Zylinder vom Halb- 
messer R gelegt, der 
auf horizontaler Fläche 
ruht. Wie groß muß das Gewicht Q des 
Zylinders sein, damit er durch dieKugeln 
nicht umgeworfen wird? (Wal ton.) 

99. Zwei schwere Kugeln mit den 
Gewichten G^ und Gg sind durch einen 
Faden von der Länge 1, der bei O über 
einen glatten Stift läuft, miteinander ver- 
bunden. Wie groß ist das Fadenstück x, 
wenn die Kugeln einander Gleichgewicht 
halten ? Wiegroß ist dieFadenspannungS? 
100, Zwei gleich lange Stäbe 1, die in O gelenkig verbunden 




Aufg. 98. 



Aufg. 99. 




Aufg. 100. 
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sind, stützen sich auf einen Kreiszylinder vom Halbmesser r und sind 
in angegebener Weise belastet. Wie groß muß Winkel q) bei Gleich- 
gewicht sein? 

101. Ein Stab AB=2l stützt sich 
in A auf das Innere und in auf den 
Rand einer hohen Halbkugel. Der Stab 
ist horizontal. In welchem Verhältnis steht 
das Gewicht G der Halbkugel zu jenem 
Gj des Stabes? Wie groß sind die Drücke 
in A, C imd D ? (OS = a gegeben). 

102. In einen hohlen Halbzylinder mit dem Schwerpunkt S 
und dem Gewicht G, der auf horizon- f^ 

taler Unterlage ruht, liegt ein schwerer f ^""^""^"^^^ö 

Stab AB mit dem Gewicht G^. In B 

ist ein Faden befestigt, der über den 

Eand C des HalbzyUnders läuft und am 

Ende ein Gewicht Q trägt Es sollen 

die Winkel q) und \p ermittelt werden. W//////////////. 




D<2 

W//M/M/A 



108. Dieselbe Aufgabe wie vorher. Es ist das Gewicht G^ 
des Stabes derart zu ermitteln, dass es den Halbzylinder im Gleich- 
gewicht erhält, wenn die Länge des Fadenstückes BC gleich Null 
ist. Wie groß sind dann der Winkel (p und die Auflagerdrücke in 
A, B und D? 

104. In eine hohle Halbkugel 
vom Gewicht G wird ein Stab AB = 
2 1 vom Gewicht G^ gelegt. Man be- 
rechne für Gleichgewicht die Stellungs- 
winkel q) und xjj des Stabes und der 
Halbkugel, sowie die Drücke in A, C 
und D. 

105. Es sind die Winkel q^ q^ ^^^ V^ für die Gleichgewichts- 
stellung zweier glatten Halb- 
kugeln zu ermitteln, deren Ge- 
wicht Gl und Gg sind und 
deren Bänder durch eine Stange 
von der Länge 1 und dem Ge- 
wicht Q miteinander verbun- 
den sind. 





"wmmmmmmmmmm 



Wittenbauer, Aufgaben. 
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106. Zwei Stabe OA = 2 1, OAi = 2 1, von den Gewichten 

^^ G und Gl stützen sich in einer 
rechteckigen Grube aneinander. 
Es ist BC = BiCi = h, CCi 
= a. Wie groß ist OC = x, OCi 
= Xj, wenn Gleichgewicht besteht ? 
(Anwendung von Aufgabe 87.) 

107. Auf zwei gleichen Walzen 
vom Gewicht G, die in O drehbar be- 
festigt sind, befindet sich eine dritte 
Walze Q im Gleichgewicht In welcher 
Beziehung müssen die Winkel a und ß 
stehen? (Walton). 

108. Ein dünnwandiger Hohlzylinder 
besitzt an seinem Umfang vier regel- 
mäßig verteilte Löcher B^ B^ Cj Cg, durch 
die zwei glatte Stäbe (Längen 2lj, 2 lg. 
Gewichte G^Gg) gesteckt werden. Stäbe 
und Zylinder stützen sich auf eine glatte 
horizontale Ebene. Bei welchem Winkel 
q) wird Gleichgewicht bestehen? Wie 

groß sind die Drücke in den vier Löchern? (Anwendung von Auf- 
gabe 88). 





6. Schwerpunkte ebener Linien. 

Bestimme die Schwerpunkts -Koordinaten für folgende gleich- 
förmig mit Mas^e belegte Linienzüge in bezug auf die angegebenen 
Achsen : 



109. 



110. 



OC 



111. 




•r 
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112. 




113. 




JC 



114. 




S. _4P. 



115. 




116. 



■^-^0, 




117. 







OA = a N / 

OB = b ^v^ 



118. 



119. 



120, 







— -^ 



Aufg 122. 



ß 121. Beweise folgenden Satz: Halbiert man 

die Seiten eines Dreiecks ABC in den Punkten 
LMN, so ist der Mittelpunkt der dem Dreieck 
LMN eingeschriebenen Kreises der Schwerpunkt 
des Dreiecksumfanges ABC. 

122. Sind L und K die Halbierungspunkte 

P der Seiten BC, AB und macht man LO = NP 

= — AC, so schneiden sich NO und LP im 

2* 



f^Q\ 



Kräfte und Olejohge wicht. 

Schwerpunkt des üreiecksumfanges ABC 
(Geusen, Zeitschrift für Matheui. u. Physik, 
44. Bd.). 

123. In welchem Verhältnis muß L : E 
^ X gewählt werden, wenn der Schwerpunkt 
dieses Linieozuges nach O fallen soll? 



J Man suche auf graphischein Weg die 

Schwerpunkte folgender Linienzüge: 




7. Schwerpunkte ebener Flächen. 

Bestimme die Schwerpunkts - Koordinaten für folgende gleich- 
formig mit Masse belegte Flächen in bezug auf die angegebenen 
Achsen : 



Schwerpunkte ebener Flächen. 

182. 133. 



— 11 
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143. 



144. 



145. 




^-fS'*^ 



W-/5^ 



IX. 



AB = 2a 





t*— Or 



146. 




147, 




'-r — r - 



148. 



»•J*^ 





151. 



152. 



150. 






153. Man beweise folgenden Satz: Wenn man die Seiten 
eines allgemeinen Vierecks AB CD drittelt und die Drittelpunkte 
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Aufg. 153. 




Aufg. 15& 



verbindet, so erhält man ein Parallelo- 
gramm, dessen Diagonalen sich im 
Schwerpunkt S des Vierecks schneiden. 

154. Berechne die Schwerpunkts- 
Ordinate T] der Fläche des in Aufgabe 
115 gezeichneten Linienzuges. 

155. In der Symmetrale eines 
Quadrates ist ein Punkt M so zu be- 
stimmen, daß er der Schwerpunkt der 
schraffierten Flache ist. 

156« Einem Kreis vom Mittelpunkt O werde 
ein beliebiges unregelmäßiges Polygon umschrieben. 
Sj sei der Schwerpunkt des Polygonumfangs, Sg 
jener der Polygonfläche. Wie liegen die drei 
Punkte OSjSg zueinander? 

*157. Man suche die Koordinaten des Schwer- 
punktes eines halben Parabel-Seg 
mentes und des Schwerpunktes seiner ^ 
Ergänzung zu einem Bechteck. 

*158« Von einer Parabel wird 
ein Segment durch eine Scheitel- 
gerade OM abgeschnitten. Man 
suche eine einfache Konstruktion für 
den Schwerpunkt S der abgeschnittenen Fläche. 

*159. Suche den Schwerpunkt eines Ellipsen- Quadranten. 

*160. Suche die Schwerpunkts-Ordinate | eines halben ellip- 
tischen Binges von fol- 
genden Abmessungen : 
a = 20 cm, a^ = 16 cm; 
b = 15 cm, bj = 12 cm, 

*161. Suche die 
Koordinaten des Schwer- 
punktes von obensteheri- 
dem EUipsensegment. (Wal ton.) 

*162. Suche den Schwerpunkt der Fläche eines Quadranten 
der Kurve x*^» -|- y*'» = a*/». (Walton.) 

*168. Suche den Schwerpunkt der Fläche zwischen der Kurve 

T/— 4" 1/-- = 1 und den Koordinaten- Achsen. (Walton.) 




Aufg. 158. 




l-3-^-3,J ' "i ^ 



Aufg. 160. 




KrfifU and Oleicbge wicht. 

*I64. Suche den Schwerpunkt der Fläche 
einer halben gemeinen Cycloide, deren Gleichung 

s = a (^ — ain 9)), y ^ a (1 — cos tp), 
vorin g) ein veräiiderlicher Bogen Isl, der zwischen 
und n schwankt. 

*166. Die CissoTde hat die Gleichung 

7' = ^. 

^ a — X 

Man eucbe den Schwerpunkt der Fläche 
ö S zwischen der Kurve und ihrer Asymptote. 

*166< £3 ist der Schwerpunkt der Fläche zwischen der Kurve 




*167. Man ermittle den Schwerpunkt der Fläche zwischen der 
Kurve y ^ sin x und der X-Achse von x = bis x ^ ti. 



8. Statzung^en. 

168. Die nebenan gezeichnete Fläche wird in ihrem Eckpunkt 
A aufgehängt und der Schwerkraft überlassen. Wie groß ist der 
Winkel ip, den die Gerade AB mit der Horizontalen einschließt, 
wenn Gleichgewicht besteht? 

169. Ein schwerer Halbkreis- 
Zylinder vom Halbmesser r und der 
Länge 1 wird in der Ecke auf- 
gehängt. Welchen Winkel ^ schließt 
die Kante OÄ mit der Vertikalen 
ein, wenn Gleichgewicht besteht? 
Inf«. 169. jjQ_ Man ermittle auf graphi- 

schem und rechnerischem Weg die Auflager- 
drücke A und B bei nebenan gezeichne- 
tem Träger. 

171. Man ermittle die Auflager- 
drücke A und B graphisch und rechnerisch 




Auig. las. 



'I L I' 



5iü3 



bei untenstehendem Träger. 



l4-„- 
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f500^p.met 

j 
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P-, Pz Pa 



TS 



T 




172. Man ermittle die 
Auflagerdrücke graphisch und 
rechnerisch bei nebenstehendem 
Träger. 

173. Drei Radachsen mit 
den Drücken P^PgPs sind fest mit- 
einander verbunden. Sie sollen 
derart auf einen Träger AB = 1 ^ ^ Pz 
gestellt werden, daß die Auflagerdrücke im Verhältnis A : B = m : n 
stehen. Wie groß muß x gemacht werden ? 

174. Zwei starre Stäbe AC 
und BC sind in A und B gelenkig 
gelagert und stützen sich in C ge- 
lenkig aneinander. Sie sind mit 
P^ und P2 belastet. Man berechne 
die Drücke in den Auflagern A 
und B und den Gelenkdruck in C. 

- > 175. Ein gelenkiges System 
von drei Stäben ist mit zwei Lasten 
P und Q belastet. Die Last P 
ist gegeben, von Q nur die An- 
griffsstelle. Wie groß muß Q sein, 
damit Gleichgewicht besteht? (Gra- 
phisch.) 

^^ - • 176. Drei Stäbe sind in C und D gelenkig miteinander ver- 
bunden und in A und B gelenkig gelagert. An welcher Stelle darf 
der oberste Stab belastet werden, damit das Gleichgewicht erhalten 
bleibt? 

177. Vier 
Stäbe stützen sich 
in Gelenken , bil- 
den eine symme- 
trische Figur und 
sind in den Ge- 
lenken symme- 
trisch mit Q1Q2Q1 
belastet. Man er- 
mittle die Winkel a und /?, wenn Gleichgewicht bestehen soll. 

178.* Vier beliebige starre Stäbe stützen sich in den Gelenken 
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Aufg. 178. 




drücke in B und D? 



CDE aneinander. Man soll eine ge- 
gebene Last Q derart auf diese drei 
Gelenke verteilen, daß Gleichgewicht 
besteht (Graphisch.) 

179. In den Ecken B und D 

eines Quadrates ABCD von der 

Seitenlänge a sind zwei Stäbe BE = 

a a 

— und DF = — gelenkig befestigt; ihre 

4 « 

Enden E und F sind mit einer Stange 
GH gelenkig verbunden. In G wirkt eine 
Kraft PllBE, in H eine Kraft Q1|DF; 
wie groß muß das Verhältnis P : Q ge- 
wählt werden, damit Gleichgewicht be- 
steht? Wie groß sind die Auflager- 



CD = a 
AC = b 



ß 



\cc 



'-^C 



180. Dieselbe Aufgabe, nur hat Q eine beliebige Bichtung. 
Wie muß man die Neigung qp von Q gegen AB annehmen, damit 
Q den kleinsten Wert erhält, und wie groß ist dieser? 

181. Zwei Stäbe AB und CD, von 
denen letzterer in D mit einem Gewicht G 
belastet ist, sind in B gelenkig verbunden 
und in A und C gelenkig gelagert. Wie 
groß ist der Druck in B und welchen 
Winkel gp^ schließt er mit der Horizon- 
WMmmmmm^^. talen ein? Wie groß ist der Druck in 
C und welchen Winkel q)^ schließt er mit der Horizontalen ein? 

182. Eine Stiege AB, welche q = 20 ^^ 
pro Längenmeter wiegt trägt einen Ruheplatz 
BC, der in der Mitte mit G = 450 '^ belastet 
ist. Sie stützt sich bei A auf eine Säule 
AE und einen horizontalen Balken AD. 
Mit welchen Kräften V und H werden 
letztere beiden beansprucht und mit welcher 
Kraft R wird die Mauer bei C beansprucht? (b=4°^, h = 3°^.) 

188. Ein Stab von der Länge 1 und dem Gewicht G^ läßt 
sich auf einem Prisma mit regelmäßigem achteckigen Querschnitt 
vom Gewicht G horizontal verschieben. Zwischen welchen Grenzen 





darf X gewählt werden, wenn 
das Gleichgewicht nicht gestört 
werden soll? 

184. Ein Balken von 
regelmäßigem sechseckigen 
Querschnitt und bekanntem 
Gewicht G ruht auf horizon- 
taler Unterlage und ist an zwei Kanten mit Q und n Q belastet. 
Zwischen welchen Grenzen darf n schwanken, wenn der Balkea nicht 
umkippen soll? 

1S5< Drei Stäbe stützen einander in 
nebenan gezeichneter Art. Der Stab AC 
ist um seinen Schwerpunkt 0, drehbar; 
der Stab OgC ist um sein Ende 0, dreh- 
bar und hat seinen Schwerpunkt in der 
Mitte bei 6. Alle Stäbe sind gleich- 
schwer. In welchem Verhältnis müssen 
AOj und O^C stehen, wenn Gleichge- 
wicht herrschen soll? 

186. Drei gleichlange Stäbe, die 
untereinander gelenkig verbunden sind, 
werden auf eine Walze gel^, deren Halb- . 
messer gleich der Stablänge ist Die '', 
Randstäbe werden an den Enden mit G 
belastet Wie groß sind die Drücke in 
A, B und C und welchen Winkel ip 
schließt der Druck in B mit der Vertikalen t 
-' 187. Ein zylindrischer ..-_^. 

Schornstein, dessen innerer 
Halbmesser r und dessen 
Einheitsgewicht / gegeben 
ist, wird in halber Höhe 
durch eine Kraft E um- 
zukippen gesucht. Man 
wünscht, daß die Mittel- 
kraft die Stützfläche des 
Scbornsteiues in A trifft. 
Wie groß muß der äußere 
Halbmesser K gemacht werden? 

188. Eine Mauer hat obenstehenden Querschnitt. 




n? 
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Aufg. 191. 



Verhältnis müssen die Höhen x und y stehen, 
wenn die Standfestigkeit um A und C gleich 
groß sein soll? 

189. Ein zylindrischer Körper von neben- 
stehendem Querschnitt ruht auf horizontalem 
Boden und soll im indifferenten Gleichgewicht 
sein. Wie groß muß x gemacht werden? 
^^^' ^ ' 190« Dieselbe Aufgabe, wenn der untere 

Teil des Körpers eine Halbkugel, der obere ein Kegel ist. 

191. Ein zylindrischer Körper von neben- 
stehendem Querschnitt ruht auf horizontalem Boden, 
sein Einheitsgewicht ist y. In das Innere wird 
Flüssigkeit vom Einheitsgewicht y^ gegossen. Wie 
breit (x) muß die Oberfläche derselben sein, wenn 
hierdurch das Gleichgewicht des ganzen Körpers 
indifferent wird? 

192. Vier gleichlange und gleichschwere 
Stangen liegen in nebengezeichneter Weise über- 
einander. Man suche x^ = AB, Xg = BC, X3 = 

CD für die äußerste Gleichgewichtslage, 
j^ (Suche Xn für n -f- 1 gleiche Stangen.) 

193. Ein schweres Dreieck ABC 
wird mit drei Fäden in O derart auf- 
gehängt, daß es horizontal liegt. Welche 

Beziehungen bestehen zwischen den Dreieckseiten 

und den Fadenlängen? 

194. Ein aus fünf Stäben bestehendes sym- 
^ metrisches Stabwerk hängt in A^ Ag und ist in den 

Gelenken belastet. Welche Beziehung besteht bei 
Gleichgewicht zwischen a und ß? 

195. Drei gewichtlose, gelenkig verbundene 

Stäbe, die an den 
Enden A und H mit 
gleichen Gewichten 
belastet sind, werden 
über eine Walze vom 
Halbmesser r gelegt. 
Es ist CE = r. Wie 



y* jl — 



£ 




w 



w 



Aufg. 192. 
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Aufg. 194. 



Aufg. 195. 



groß muß AC = EH = x gemacht werden, wenn der Druck in D 
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null sein soll? Wie groß ist dann der Druck in B und die Span- 
nung des Stabes CE? 

196, In einem Stab AB von der Länge Ij 
zwischen den Auflagern und der Dicke a befindet 
sich eine kreisförmige Öffnung vom Durchmesser 
dl , durch die ein runder Stab von der Länge 1 
und dem Durchmesser d gesteckt wird. Wenn an 
den Enden dieses Stabes und senkrecht zu ihm 
zwei gleiche entgegengesetzte Kräfte P wirken, 
welche Drücke entstehen in A, B, C und D? UaA 





Aufg. 197. 



9. Statik der Baukonstruktionen. 

197. Ein starres Dreieck ist in A ge- 
lenkig gestützt und ruht in B auf einem 
glatten Auflager. In C ist es belastet. Man 
ermittle graphisch die Spannungen S^SgSg. 
<; 198« Man bestimme graphisch und 
analytisch die Spannungen S^ der Diagonale 
und S der Seite eines Quadrates, welches 
von vier Kräften P, P, Q, Q diagonal bean- 
sprucht wird. 

199. Es soll die 
Spannung S eines sym- 
metrischen Stabwerkes ge 
rechnet werden, wenn die 
Lasten P und Q und die 
Längen b, m, n bekannt 
sind. 

200. An einem aus 
fünf gleichlangen Stäben bestehenden Stabwerk, 
das in O festgelagert ist, halten sich zwei Kräfte 
P und Q Gleichgewicht ; erstere wirkt senkrecht 
zu Sj, letztere parallel zu S3; Zu berechnen: 
die Kraft Q, der Widerstand W in O und 
sein Winkel q) mit der HorizonttJen ; endlich 
die Spannungen der fünf Stäbe. 

201. Ein starres Quadrat ist in einer Ecke gelenkig befestigt 
und an zwei anderen Ecken mit P und Q parallel zu den Dia- 




Aufg. 198. 
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p gonalen belastet? Wie 
P groß muß P sein für 
Gleichgewicht ? Wie 
groß ist der Druck 
D im Gelenk, der 
Winkel qp und die 
Spannungen der fünf 
Stäbe? 

202. Es sollen in obeustehendem Stabwerk die Auflager- 
drücke in A und B, sowie die Spannungen der fünf Stäbe gerechnet 
werden. 





Aafg. 201. 



Ob ß 
Aufg. 202. 



Für alle folgenden Stabwerke und Baukonstruktionen ist die 
Berechnung der Stabspannungen vorzunehmen und der reziproke 
Kraftplan der Spannungen zu zeichnen. 

203. Stabwerk ohne Auflager. 




204. Stabwerk ohne Auflager, zwei Kraftpaaren ausgesetzt. 
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206« Stabwerk ohne Auflager. 




P'SO^ 



206« Einfaches Hängwerk. 



Gj'300 




£'600^ 



207. Dachbinder. 



'300* 




-^w ^ 



208« Dachbinder. 



Ps'ZOOO*^ 



Pg'ZßOO 



^'2500* 




^'fSOO 



Pi'ISOO^ 



.y-. »u— ^'^-*U- s 



209« Dreiecktrager. 



Sii 



Sg 
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210.^ Dreieck träger. 




211. Parabelträger. Die Punkte ACD EB liegen in einer ParabeL 




212« Brückensteg. 




213« Brückensteg. 



Gi'fO^ 




214. Polonceau-Dach . 



P,'3S^ 



Py3^^ 




■^ /^»t__ 



■*+-*. 



— yOf^ *1 
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216. Halbkreis-Dach. 



P^'S"- 




!*_' 7«, I ,fQnk ^ 



216. Kran. 



217. Kran. 





P'6^ 

A horizontal \ «^ 
« = ^ = 450 



218. Pultdach. 



A_ 




r 


A horizontal 




\ 


VA 








\ 


V^V 




^- 


*'' 


gm 


^7 


K 




^3 


^V5> 


^\ 




»% 


N 




&^^^ 


? 












—^»»L — 




h*— 


2'"' -< 



/^'3^ 



219. Kran. 

3^ Sf ^ 



(horiz^ 




a = ß — y = SO^ 
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820« Unsymmetrisches Dach. 



P-3000^ 




221« Steg mit unsymmetrischer Belastung. 




222« Steg mit unsymmetrischer Belastung. 




223« Polonceau-Dach mit 

yC /' 


Winddruck. 

Pj'ßOO^ 




A 
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224. Kran. 



/».fJ 





226. Kran. 



A «"*- 



P'BO* 




3* 



36 



Kräfte and Gleichgewicht 



\^ 



\^ 



10« Das räumliche Kr aftsy stein« 

227« Drei aufeinander senkrecht stehende Sehnen einer Kugel, 
die von demselben Punkt ausgehen, stellen Kräfte dar. Man suche 
ihre Mittelkraft. 

228« Längs drei nicht zusammenstoßenden Kanten eines recht- 
winkligen Parallelepipedes wirken drei gleich große Kräfte. Wenn 
die Gesämtwirkung derselben eine Einzelkraft sein soll, welche 
Beziehung muß zwischen den Kanten des Parallelepipedes bestehen ? 
229« Man verbinde die Endpunkte zweier sich kreuzenden 
Kräfte und halbiere diese Verbindungslinien in A und B. Man 
beweise, daß AB die Richtung und halbe Größe der resultierenden 

Einzelkraft besitzt. 

230« Gegeben zwei kreuzende Kräfte 
Pj = 8^ Pa = 12^, die in der Entfernung 
p = 1,3 m aufeinander senkrecht stehen. Zu 
suchen die resultierende Dyname u. zw. ihre 
Einzelkraft R, ihr Moment S, ihre Winkel aia2 
mit P1P2 und den Schnittpunkt C mit AB. 

231. In den Kanten DA, BC der 
quadratischen Grundfläche a* einer geraden 
Pyramide von der Höhe h wirken zwei 
gleiche aber entgegengesetzte Kräfte P. 
Man soll dieses Kraftpaar in zwei andere 
zerlegen, die in den Seitenebenen ABS und 
CDS liegen. Wie groß sind die Momente 
dieser beiden Kraftpaare? 

232. In den Kanten a eines regel- 
mäßigen Tetraeders wirken sechs gleiche 

Kräfte P. Man suche 
die resultierende Dyname, 
u. zw. ihre Einzelkraft 
R, ihr Moment S und 
ihren Ort. 

233. In den Kan- 
ten eines rechtwinkligen 
Parallelepipedes wirken 
sechs Kräfte und zwar: P^ = 4^ Pg = 6^ Pg = 3^, p^ = 2^ 
P5 = 6^ Pß = 8^; die Kanten sind: O A == 10»°, OB = 4»", 
00 = 5°^. Man suche die Einzelkraft R und das Moment S der 
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resultierenden Dyname, ihre Neigungen aßy gegen OA, OB, OC 
und ihren Abstand p von O. 

234« Ein Stab AB wird in nebenstehender Weise durch drei zu 
ihm senkrecht stehende Kräfte und 
durch ein um die Stabachse drehen- 
des Moment beansprucht Welche re- 
sultierende Wirkung haben diese Kräfte? 

236« In den Kanten a eines 
regelmäßigen Oktaeders wirken zwölf gleichgroße 
Kräfte P. Welche resultierende Wirkung haben 
diese Kräfte? 

236« In zwei Kanten eines rechtwinkligen 
Keiles wirken zwei Kräfte Pj und Pg. Sie sollen /!> 
durch zwei andere, äquivalente Kräfte ersetzt wer- 
den (Q^, Q2), von denen die eine (Qj) gegeben ist. 
Die Kräfte P^PaQi sollen durch die Kanten 
gemessen werden, in denen sie liegen. Wie 
groß ist Q2 und wo wirkt diese Kraft? 

237. Drei gleiche Kräfte sind den Achsen ^ 
eines Koordinatenkreuzes parallel und liegen in 
den Koordinaten ebenen. Welche Beziehung muß 
zwischen den Abstän- 
den abc bestehen, P 
wenn die drei Kräfte 
sich auf eine Einzel- 
kraft R zurückführen 
lassen sollen? Wie 
groß ist diese ? Wel- 
che Winkel schließt 
sie mit den Achsen 
ein ? Welche Entfernung besitzt sie von O ? 

238. Drei Kräfte P^F^F^ sind 
den Achsen eines Koordinatenkreuzes 
parallel und liegen in den Koordinaten- 
ebenen. In welchem Verhältnis müssen 
sie stehen, wenn ihre resultierende 
Dyname durch O gehen soll? 

*239. Ein gleichförmiger Stab von Aufg. 289. 

der Länge a kann sich in einer horizontalen Ebene um seinen Mittelpunkt 
drehen. An das Ende B ist eine Schnur befestigt, die über eine vertikal 
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über Bq in der Höhe b angebrachte Rolle läuft und ein Gewicht G 
tragt. Wie groß muß die Kraft P in A sein für eine beliebige Stellung 
qp der Stange? Bei welchem qp wird P am größten? (Wal ton.) 

240. In den Kanten des Würfels von 

der Länge s wirken zwölf gleiche Kräfte P. 

Man suche ihre resultierende Dyname u. zw. 

ihre Einzelkraft R, ihr Moment S, die Richtung 

ihrer Achse und deren Schnittpunkt mit der 

Grundfläche des Würfels. 



11. Gleichgewicht des räumlichen Kraftsystems. 

241, Auf jede Seitenfläche eines Polyeders wirkt ein Kraftpaar, 
gleich dem Inhalt der Seitenfläche u. zw. sind alle, von außen 
gesehen, positiv. Man beweise das Gleichgewicht dieser Kraftpaare. 

242. Ein homogener gerader Kegel ruht in der ihm um- 
schriebenen Kugel. Wie groß ist der Winkel q) an der Kegelspitze, 

wenn der Kegel in jeder Lage im Gleichgewicht ist? 
243. Auf einer Halbkugel, die auf horizon- 
taler Unterlage ruht, wird ein Zylinder aus dem 
gleichen Material befestigt. Welche Länge x darf 
er bekommen, wenn das Gleichgewicht indifferent 
sein soll? 

244. Vier gleichschwere Kugeln, jede vom Gewicht G, bilden 
eine Kugelpyramide derart, daß drei von ihnen sich berührend auf 
einer glatten Tischfläche liegen, die vierte auf jene drei gelegt wird. 
Welchen Druck D übt die letztere auf jede untere Kugel aus? 
Welche Horizontalkraft H muß auf jede der unteren Kugeln aus- 
geübt werden, damit Gleichgewicht besteht? (Wal ton.) 

245. Eine dreiseitige Pyramide, deren Grundfläche ein gleich- 
seitiges Dreieck von der Seitenlänge b und deren drei übrige Kanten 
a sind, trägt an der Spitze eine Last P derart, daß ihre Richtung 
durch den Mittelpunkt der Grundfläche geht. Welche Spannungen 
Sj S2 entstehen in a und b ? 

*246. Eine schwere Kugel stützt sich auf den Rand einer 
kreisförmigen Öffnung in einer horizontalen Ebene. Welchen 
Halbmesser muß die Kugel bekommen, wenn ihr Druck auf den 
Rand ein Minimum werden soll? (Wal ton.) 

247. In eine glatte Hohlkugel wird ein homogenes Dreieck 
gelegt, das zwei gleiche Seiten a besitzt. Welchen Winkel q> 
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schließt die Ebene des Dreiecks mit der horizontalen Randebene 
der Halbkugel ein, wenn alle drei Ecken in der Innenfläche der 
Hohlkugel liegen? (Walton.) 

248. Ein schwerer Stab A B von der 
Länge 1 stützt sich in A und B an zwei 
vertikale parallele Wände, in B auch noch 
an den Boden und liegt in G auf einem 
Halbzylinder auf. Wie groß muß die 
Horizontalkraft P in B sein, damit das 
Gewicht G der Stange im Gleichgewicht 
verharrt? Wie groß sind die Auflager- 
drücke in A, B und C? 

249. Von einem schiefliegen- 
den Wellrad sind gegeben : die Last 
Q, die Länge AB = 1, die Halb- 
messer a und r, die Neigung a, die 
Abstände b und q. Zu bestimmen : 

a) Die Kraft P für Gleichgewicht; 

b) die Auflagerdrücke in A und B. 
(Ohne Berücksichtigung der Zapfen- 
reibung.) 

*260« Drei gleichschwere Stäbe von der 
Länge 1 und dem Gewicht G stützen sich in 
O auf, den Boden, während ihre oberen Enden 
ABC durch drei gleichlange Fäden a verbunden 
sind. Wie groß ist die Spannung S in jedem 
dieser Fäden? Wie ändert sie sich, wenn 
sich a ändert? (Wal ton.) 

261. Eine gewichtlose rechteckige Platte 
von den Abmessungen AB = 1 = 4 m, 
AC = b = 2 m und der Neigung a = 30® 
gegen die Horizontalebene wird in A fest- 
gehalten und stützt sich in D an einen 
Pflock ; AD = e = 3 m ist gegeben. An 
der Ecke B zieht ein horizontales, zu BE 
senkrechtes Seil mit Q = 5^, in der Ecke 
C wird normal zur Platte ein Druck 
P = 4*^ ausgeübt. Wie groß müssen die Entfernungen x, y des 
Punktes D von AB und AC gewählt werden, wenn die Platte im 
Gleichgewicht bleiben soll? Wiegroß sind dje Widerstände in A undD? 
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252« Ein Kreisring B sei mittelst einer beliebigen Anzahl 
undehnbarer Fäden von gleicher Länge in einem Punkt O aufge- 
hängt. Über den so entstehenden Faden- 
kegel werde ein zweiter kleinerer Ring r von 
gleichem Gewicht wie B geschoben; es tritt 
Gleichgewicht ein , wenn der kleinere Bing 
die Fäden halbiert. In welchem Verhältnis 
stehen dann die Entfernungen der beiden 
Ringe von O? (Wal ton.) 

263« Im Innern einer Seifenblase vom 
Halbmesser B herrscht ein Druck p auf die 
Flacheneinheit, außen ein Druck p^. Man berechne die Oberflächen- 
spannung S der Blase. (Routh.) 

264« Über einer kreisrunden 
Bodenöffnung liegt eine schwere, 
kreisrunde Platte vom Gewicht G. 
Sie wird am Rand mit einem Ge- 
wicht Q derart belastet, daß sie 
sich um die Gerade BC zu drehen 
beginnt. Wie groß muß der Ab- 
stand X gewählt werden, damit Q 



yyy///////////^, Jen kleinsten Wert annimmt? Wie 
groß wird dieser sein? 






12. ParallelkrSfte im Raum« 

255. Eine horizontal liegende quadratische Platte vom Gewicht 
G soll in drei Punkten ABC so gestützt werden, daß die Eck- 




punkte A und B die Drücke -— bezw. — 

4 5 



erleiden. 



Zu suchen den Ort x, y des Stützpunktes C und den 
Druck daselbst. 

256« Auf den Achsen eines rechtwinkligen 
Koordinatenkreuzes XYZ befindet sich je ein Punkt L, M, N in 
dem Abstand 1, bezw. m, bezw. n vom Anfangspunkt. Diese drei 
Punkte sind Angriffspunkte dreier Parallelkräfte P^PgPs. In welchem 
Verhältnis müssen die Richtungskonstanten a, b, c derselben stehen, 
wenn die Mittelkraft dieser drei Kräfte durch den Anfangspunkt 
gehen soll? 
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257. Eine horizontale Tischplatte von nebenst«h ender Form 
wird in A, B und C unterstützt; die drei Auflagerdriicke stehen im 
Verhältnis 18 : 11 : 11. Wie groß muß x gemacht g 

werden ? 1 Sw-^/^y^ 

25S. Eine schnere Kreisscheibe soll an drei g 
Punkten ihres Umfanges A, B, C derart gestütat j 
werden, dasa sich die Drücke in diesen Punkten ^ , 

wie a ; b : c verhalten. In welcher Beziehung stehen ~ 

dann die Zentriwinkel a, ß, fi welche zu den Bögen BC, CA, AB 
gehören? 

*2S9. Ein gleichschenkliges Dreieck von der Höhe h dreht 
sich gleichförmig um seine vertikale Grundlinie und überwindet den 
Widerstand der Luft, der dem Quadrat der Geschwindigkeit pro- 
portional ist. Welchen Abstand ^ hat der Angriffspunkt des resul- 
tierenden Luftwiderstandes von der Drehungsachse? 

*260. Jedes Flächenelement dF eines Qua- ^ 
drates a' erleidet einen unendlich kleinen Druck 
dP = kx''dF, wobei x der Abstand von einer 
Kante des Quadrates ist. Man suche den Gesaml^ 
druck P auf die Quadratflache und die Koordi- 
naten |, -q seines Angriffspunktes. 

261. Das Gewicht einer homogenen, hori- 
zontalen Uschplatte von nehenätehender Gestalt 
ist in den drei Punkten A, B und G des halb- * 
kreisförmigen Randes unterstützt Die Auflager- 
drücke in diesen Punkten sollen gleich sein. 
Welcher Gleichung muss der Winkel a genügen? 

262. Ein Zylinder ist in A und B auf 
Federn gelagert, ebenso der Kolben in C. Die , 
Federkräfte sollen F = k.^l, F^ = k^ . ^I, 
sein, worin J\ und J\ die Längenänderungen 
der Federn bedeuten. 

Nun wird über dem Kolben Luft von der 
Pressung p (für die Flächeneinheit) einströmen 
gelassen. Um wieviel heben sich Zylinder und 
Kolben? 



—if-CI 




13, Schwerpunkte von Eörpem. 
263. Beliebig viele Kräfte halten einen Punkt im Gleich- 
gewicht. Jede Kraft werde als Strecke mit als Anfangspunkt 
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dargestellt. In die Endpunkte aller dieser Strecken werden Punkte 
von gleichen Gewichten gesetzt Man zeige, dass O der Schwer- 
punkt aller dieser Punkte ist. 

264. Ein Punkt m wird von allen Punkten eines Körpers 
mit Kräften angezogen, die den Entfernungen und den anziehen- 
den Massen proportional sind. Man beweise, dass die Mittelkraft 
aller dieser Anziehungen durch den Massenmittelpunkt des Körpers 
geht und so groß ist, wie wenn die ganze Körpermasse in diesem 
Punkt vereinigt wäre. 

266» Von einem geraden Kreiskegel wird durch zwei Kugeln, 
die ihren Mittelpunkt in der Spitze des Kegels haben, ein Stück 
ausgeschnitten. Welche Entfernung hat der Schwerpunkt dieses 
Stückes von der Spitze? 

266. Konstruiere den Schwerpunkt des Raumes zwischen zwei 
schiefen Kegelflächen mit gleicher Grundfläche und den Höhen 

hj und hg (hg ]>hi vorausgesetzt). 

*267. Ein Kreiszylinder vom Halbmesser r wird 

durch eine Ebene abgeschnitten, welche gegen die 

Grundebene um qp geneigt ist und die Achse im Abstand 

a von der Grundebene trifft. Bestimme die Koordinaten 

des Schwerpunktes. 

*268. Welchen Abstand hat der Schwerpunkt 
eines Keiles von der Grundebene ab? 

*269. Man bestimme den Schwerpunkt eines 
Körpers, welcher begrenzt ist von der Fläche eines 
geraden Kreiskegels und jener eines Rotationsparaboloides, wobei 
die Grundflächen zusammenfallen und der Scheitel des Paraboloides 
die Spitze des Kegels ist. 

*270. Welchen Abstand hat der Schwerpunkt eines Obelisken 

von der oberen Grundfläche a^ b| ? 

*271. Es ist die Schwerpunkts-Koordinate Xg 

eines Körpers zu bestimmen, welcher durch 

die Umdrehung zweier Parabeln y^ = 2piX 

und y^ = 2p2(a — x) um die gemeinsame 

- X-Achse entsteht. (Wal ton.) 

*272. Suche die Schwerpunkts - Koordinate yg 
jj eines Rotationskörpers, der durch Umdrehung eines 
halben Parabelsegmentes OAB um OY entsteht. 

*273. Suche die Koordinaten des Schwerpunktes 
eines Oktanten der Kugel x^ -j- J^ ~1~ ^^ "^^ ^^• 
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*274. Suche den Schwerpunkt eines halben EllipsoideSj ent- 
standen durch Umdrehung einer Viertel-Ellipse um ihre Halbachse a. 



A 
au 



B 
b 



X 



h 





*275. Ein Parabelbogen AB rotiert um die 
Achse X der Parabel. Zu bestimmen die Schwer- 
punkts-Koordinate OS = Xg des Rotationskörpers. 

276« Auf einem Zylinder (Länge 1, Halb- 
messer r) lässt sich eine durchlochte Scheibe 

(Dicke b, Halbmesser R) aus gleichem Material 

verschieben. Wie groß muß die Entfernung e ^^j 
gemacht werden, damit der gemeinsame Schwer- 
punkt in der Entfernung — von A liegt? 

277. Ein Körper besteht aus einem 
Kegel (Höhe h, Basishalbmesser R^), einem 
Zylinder (Länge 1, Halbmesser r) und einer 
Halbkugel (Halbmesser Rg), alle von gleichem 
Material und gleicher Achse. Zu suchen die 
Entfernung Xg ihres gemeinsamen Schwerpunktes von der Kegelspitze. 

278« Über der vertikal stehenden Seite AB eines Rechtecks 
ABCD werde senkrecht zur Ebene des Rechtecks ein Kreis be- 
schrieben. Eine Gerade gleite derart, daß sie stets horizontal bleibt 
und sowohl die Kreislinie wie die Rechtecksseite CD trifft Man 
suche den Schwerpunkt des Raumes, der zwischen der so entstehen- 
den Fläche und dem Kreise liegt. ^ 

279« Zwei Kugelausschnitte aus gleichem 
Material von verschiedenen Halbmessern 
in ihrer gemeinsamen Spitze frei aufgehi 
welcher Beziehung müssen die Winkel 
stehen, wenn die gemeinsame Gerade beider ^^„^ 1 
Ausschnitte vertikal sein soll? ^^=^J 

280. In einen geraden ELreiskegel wird 
eine Aushöhlung in Form eines Kegelstutzes 

von gleicher Neigung der Mantelfläche gemacht. 

r 
Gegeben ist das Verhältnis n = -^, Wie groß 



gleichem >1>-^1^ 

>B,rsind ,/^^ 

langt. In / y/^y 

a und /? / ^^>^ 



muß das Verhältnis 



z = 



R* 

gemacht werden. 
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damit der Schwerpunkt des übrigen Kegelteiles im Mittelpunkt S 
der oberen Begrenzung des Kegelstutzes liegt? 

*281. Ein Körper von bekanntem Rauminhalt V besteht aus 
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einem geraden Kreiskegel mit gegebenem Basishalbmesser r und aus 
einem aufgesetzten Zylinder von gleichem Material. Er stecke in 

einer kreisförmigen Bodenöffnung vom Halb- 
messer a. Wie groß müssen die Höhen x 
und y des Zylinders und des Kegels gemacht 
werden, damit der Schwerpunkt des Körpers 
so hoch wie möglich liege? Welche Entfer- 
nung yg hat dann der Schwerpunkt von der 
Boden-Ebene AA? 

282« In eine Halbkugel vom Halbmesser r 
ragt ein Kegel, dessen Grundlinie der Rand 
der Halbkugel ist und dessen Spitze S auf 
der Halbkugel liegt. Der Schwerpunkt des 
Raumes zwischen Kegel und Halbkugel soll auf der Mantelfläche 
des Kegels liegen. Man suche den Winkel (p und die Koordinaten 
Xs, ys <ies Schwerpunktes. 





14. Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen. 

Man benütze dieses Prinzip zur Lösung folgender Gleichgewichts- 
aufgaben : 

*283. Auf einer unter dem Winkel a ge- 
neigten Ebene ruht ein Punkt m vom Gewicht G; 
er wird von einer Kraft K im Gleichgewicht er- 
halten, die unter ß gegen die schiefe Ebene wirkt. 
Suche K und den Widerstand D der Ebene. (Euler.) 
*284. Über eine Parabel y^ = 2 p x mit ver- 
tikaler Achse wird ein Faden gelegt, an dessen 
Enden zwei Gewichte P und Q befestigt sind. 
Das erstere P liegt in der Tiefe a unter dem 
Scheitel. Wie groß muß die Tiefe x des zweiten Q 
sein, wenn Gleichgewicht bestehen soll? 

*285. Zwei schwere Punkte P und Q, welche 
auf einer Parabel mit vertikaler Achse gleiten 
können, sind durch eine undehnbare Schnur mit- 
einander verbunden, die durch den Brennpunkt der Parabel geht. An 
welcher Stelle sind die beiden Punkte im Gleichgewicht? 

*286. Zwei schwere Punkte P und Q 

i^ welche längs einer Ellipse gleiten können, sind 

durch einen undehnbaren Faden, der über die 
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Brennpunkte F^Fg gelegt wird, miteinander verbunden. Die Ebene 
der Ellipse ist vertikal, die große Achse horizontal. Welche Be- 
ziehung besteht zwischen den Winkeln y^ und qpg, wenn die Punkte 
im Gleichgewicht sind? ^ g ß ^ 

*287. Ein undehnbarer 
Faden ist in A und D be- 
festigt und läuft über zwei p J p 
glatte Rollen B und C. Drei 
Grewichte P, Q, P hängen in glatten Ringen an dem Faden. In 
welcher Beziehung stehen die Winkel q> und i^, wenn Gleichgewicht 
besteht ? 

*288. Ein bei O drehbai-er Stab ist in B 
mit einem Gewicht G belastet und wird in A 
durch einen elastischen Faden gehalten, der sich t^ 
an den Rand einer kreisförmigen Scheibe legt. Bei welchem Winkel qp 
ist der Stab im Gleichgewicht? Die Kraft des Fadens ist seiner 
Länge proportional und zwar gleich k für die Längeneinheit. (Euler.) 

*289« Ein in A mit dem Gewicht G belasteter C 
Stab OB = b ist in O drehbar befestigt. Von seinem 
Ende B läuft ein undehnbarer Faden über eine kleine 
Rolle in C; er trägt ein Gewicht Q. Es ist OA = a, 
O C = b. Bei welchem Winkel qp besteht Gleichge- 
wicht? Ist es sicher oder unsicher? 

*290« Zwei ungleiche Gewichte P und Q 
sind an den Enden eines Fadens befestigt, der 
bei O über eine Rolle läuft. P hängt frei 
herab, Q liegt auf einer glatten schiefen Ebene, 
die in A beginnt und um a gegen die Vertikale pW 
geneigt ist. In welcher Entfernung s von A 
bleibt Q im Gleichgewicht? 

*291. Ein homogener schwerer 
Stab von der Länge 2 1 stützt sich in 
A an eine vertikale glatte Wand und 
wird in B von einem Faden gehalten, 
der in C befestigt ist. In welcher Be- 
ziehung müssen die Winkel q> und \p 
stehen, wenn der Stab im Gleichge- 
wicht ist? (St. Germain.) 

'*'292. Ein Stab AB vom Gewicht G stützt sich an den Boden 
und an die vertikale Wand; beide sind glatt. Das Ende A wird 
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von einem Seil gehalten, an dem das Gewicht Q hängt. Unter 
welchem Winkel q> bleibt der Stab im Gleichgewicht? Wie groß 

sind die Drücke in A und B? 

*293. Eine gewichtlose Stange AC := a wird 
in C mit dem Gewicht Q belastet. Zu suchen den 
Winkel (p für Gleichgewicht und die Drücke in A 
und B. (Fontana.) 

*294. Ein homogenes rechtwinkliges 
Dreieck liegt in einer hohlen Halbkugel vom 
Durchmesser d in nebenstehender Art. Welche 
Beziehung besteht zwischen den Winkeln tp 
und a für Gleichgewicht? Wie groß sind 
. _ die Drücke in A, B, C? 

"^^yXfS^ *295. Zwei homogene Halbkreiszylinder mit den 

Halbmessern R, r und den Gewichten G^, Gg sind 
in A und B aufgehängt und berühren einander. 
Man suche eine Beziehung für die Winkel qp und 
i/; für Gleichgewicht. 

*296» Zwei schwere Stäbe OA und AC, von 
denen der letzte doppelt so lang und doppelt so 
schwer ist wie der erste, sind in A gelenkig ver- 
bunden. Der Stab OA = r ist in O drehbar 
gelagert, der Stab AC stützt sich an die Ecke B, wobei OB = r 
horizontal ist. Wie groß wird der Winkel (f für Gleichgewicht? 

*297« Zwei gleich lange, gewichtlose Stäbe 
AC = BC = b sind in C gelenkig verbunden 
und mit Q belastet. Ihre Enden A und B 
sind durch ein elastisches Band verbunden, 
dessen Länge im ungespannten Zustand 1q und 
dessen Widerstand der Längenänderung pro- 
portional ist. Wie groß muß Q sein, da- 
mit für Gleichgewicht der Winkel ACB 
ein rechter ist? 

*298. Drei gleich dicke Stäbe aus 
demselben Material sind gelenkig miteinan- 
der verbunden; ihre Enden A und B 
liegen in derselben Horizontalen. Die Längen der Stäbe und der 
Linie AB sind in die Figur eingeschrieben. Welche Beziehung 
muß zwischen den Winkeln a, /? und y bestehen, wenn die Stäbe 
im Gleichgewicht sind ? 
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*299« Drei Stangen a, b und c sind 
m A und B gelenkig verbunden, in C 
stoßen sie frei aneinander.. In B hängt 
ein Gewicht G. Wie groß ist der Druck 
D in der Stange AC? 

*300« Vier gleich lange Stabe a sind 
gelenkig miteinander verbunden; zwischen den Ge- 
lenken sind elastische Fäden gespannt, die im unge- 
spannten Zustand die Länge a besitzen; ihre Span- 
nung ist der Längenänderung proportional. Überdies 
wirken an zwei gegenüberliegenden Gelenken zwei 
gleiche Kräfte P; wie groß wird der Winkel y, so- 
bald Gleichgewicht eingetreten ist? 

'''SOI. Ein homogenes gleichschenkliges Drei- 
eck ABC ist in A und C an einer biegsamen 
Schnur von der Länge 1 befestigt. Dieselbe läuft 
in O über eine kleine glatte Rolle. Man bestimme 
die Differenz x der Schnurstücke OC und AO 
für Gleichgewicht. 

*302. Zwei gleich lange, gleich schwere, 
gelenkig verbundene Stäbe sind in C gelenkig 
gelagert und stützen sich in A an den glatten 
Boden. Welche Kraft P ist in A horizontal 
anzubringen, um das Gleichgewicht zu erhalten ? 

^^ . *303« Es ist an der einfachen Kniehebel- 
presse das Verhältnis zwischen der Kraft P 
und der Last Q zu ermitteln. 

~ ' *304. Man soll 



an der doppelten Knie- 
hebelpresse das Ver- 
hältnis zwischen der 
Kraft P und der Last 
Q ermitteln. 

♦305. Fünf gleich 
lange, gleich schwere 
Stäbe sind gelenkig 
miteinander verbun- 
den. Zwei von diesen 
Gelenken können auf einer horizontalen Geraden gleiten. In welcher 







Aufg. 303. 
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Aufg. 305. 



Beziehung stehen die Winkel a und /J, wenn 
die fünf Stäbe im Gleichgewicht bleiben? 
(Walton.) 

— ^" *306. Es ist an der Baumwollpresse von 
Baldwin das Verhältnis der Kraft P zur 
Last Q durch die drei Winkel a, ß, y auszu- 
drücken. 

*307. Die 
beiden Figuren 
zeigen das ver- 
drehbare 
Rahmengestell 
einer Lokomo- 
tive in der 
Draufsicht und 

zwar in nor- 
malem Zustand 
und nach einer 
Verdrehung um 
den Winkel qp. 
A ist ein im Ge- 
stell fester Drehpunkt, AB = a eine drehbare Kurbel; die Stäbe BC = 
BD = b sind in C und D an Federn drehbar befestigt, die im 
normalen Zustand ungespannt sind und eine Länge 1 haben. Wenn 
die Verdrehung der Kurbel q) gegeben ist, soll berechnet werden: 
a. die Verdrehungen y und d von BC und BD; b. die entstehenden 
Federdrücke in C und D, wenn k die Federkraft für die Einheit 
der Längenänderung ist; c. die aufzuwendende Verdrehungskraft P 
in B. (Vergl. Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 1897, S. 96.) 




Aufg. 806. 



Aufg. 307. 




15. Gleichgewicht mit Berücksichtigung der Reibung. 

308. Ein frei beweglicher Punkt m kann am rauhen Umfang 
7/ij eines regelmäßigen * Sechsecks gleiten und wird 

von den drei Ecken m^ rag mg proportional den 
Entfernungen angezogen, k sei die Anziehung 
in der Einheit der Entfernung. Wie groß muß 
die Reibungsziffer f sein, wenn der Punkt m an 
allen Stellen des Umfanges im Gleichgewicht sein 
soll? Wie groß ist der Normalwiderstand W der Unterstützung? 
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309. Ein frei beweglicher Punkt m, der längs eines rauhen 
Halbkreises gleiten kann, wird von den Endpunkten des Durch- 
messers m^mg proportional den Entfernungen 
angezogen, k^k^ seien bezw. die Anziehungen 
in der Einheit der Entfernung. Für welche 
Werte von tang (f bleibt m nicht im Gleichge- 
wicht, wenn k^ : kj, = 3:2 und die Rei- 
bungsziffer f = 0,2 ist? 

*310. Ein Gewicht G wird mittelst 
eines Seiles auf einer rauhen Viertelkreis- 
bahn emporgezogen. Für welchen Winkel q) 
ist die Seilspannung S am größten, wenn 
^ der Eeibungswinkel an der Gleitbahn ist ? 

Sil. Ein gewichtloser Stab AB = 1 stützt 
sich bei C auf eine Säule und wird in B von 
einem in D befestigten Seil gehalten und in A 
belastet. Gegeben sind die Entfernungen a und b» A 
die Winkel a und ß. Wie groß muß die Reibungs- px 
Ziffer f in C mindestens sein, damit Gleichgewicht 
besteht? Wie groß ist die Seilspannung S? 

312. * Die zwei Hälften eines Kreiszylinders 
vom Halbmesser r und dem Gesamtgewicht 2 G 
stützen sich in der gezeichneten Art aneinander; 
der Boden ist glatt, die Schnittebenen der Halb- «-_-___-__,,,,,,^ 
Zylinder rauh. Der Winkel a ist gegeben. Es sind ^^^^^^^^ 
für Gleichgewicht zu suchen : a) Die Reibungsziffer f ; b) die Drücke 
in A und B; c) der Druck D zwischen den Halbzylindern; d) die 
Entfernung x, in welcher D wirkt. 

313. Ein Stab AB = 21 vom Ge- 
wicht Gj lehnt sich an eine Halbkugel 
vom Gewicht G; der Boden ist glatt, die 
Berührungsfläche zwischen Stab und Halb- 
kugel rauh (Reibungsziffer f). Man 
wünscht, daß die Richtung des Druckes zwischen beiden durch den 
Schwerpunkt S^ des Stabes gehen soll. Wie groß muß die Länge 
1 gemacht werden? 

314. Ein Prisma und eine Platte werden 
von einer gespannten Schnur umschlungen, die 
mit letzter die Winkel a und ß einschließt. Wie 
groß muß die Reibungsziffer zwischen beiden Körpern sein, damit 

Wittenbauer, Aufgaben. 4 
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in dieser Stellung Gleichgewicht besteht f (Die Gewichte sind zu 
vernacblRBSigeD ) 

315 Ein Würfel vom Gewicht und der Kantenlange a 
ist langB der Kante O drehtiar befestigt und stutzt sich auf eioe 
Platte vom Gewicht G^ und der Hohe 

b =:^ — - Wie groß muß die Reibungs 

Ziffer zwischen Platte und honzon taler 
Unterlage sein wenn in der gezeichneten 
Stellung Gleichgewicht besteht? 

316 Ein Stab AB = 21 vom Ge- 
wicht G ist m B drehbar befestig und 
wird in C von einer Schnur von der 
Lange a gehalten an deren anderem 
Ende ein Ring befestigt ist Dieser bat gegen den Stab die Reibungs 
Ziffer f BC = b ist gegeben Wenn Gleichgewicht besteht, zwischen 
welchen Grenzen können der Winkel ^ der Druck in D und die 
Spannung S der Schnur schwanken? 

317 Ein Stab AB = 1 stutzt steh m 

A an den rauhen Boden in C an einen ver 

tikalen Pfosten von der Lange a Der Stel 

lungsninkel a des Stabes i^t gegeben wie 

groß muß die Reibuugaziffer f am Boden 

minderten« sein * 

818 Eine Stange AB mit dem Schwer 

puukt S itutzt 4ich an einen rauhen Boden 

(f,) und an eine rauhe vertikale Wand (fg) 

Bei welchem Winkel tp mit dem Boden wird 

die Stange da" Gleichgewicht verlieren? 

319 Eme elliptische 
Scheibe ruht derart zwischen 
einer glatten Wand und dem 
rauhen Boden daßihreAchsen 
mit beiden 46" einschließen 
Wie groß muß die Reibungs 
Ziffer des Bodens sein wenn 
dii. Scheibe m dieser Lage 
gerade zu gleiten beginnt? (Walton) 

320 Ein Stab AB vom Gewicht G stutzt sich bei A an 
den rauhen horizontalen Boden (Reibungsziffer f) und wird m B 
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TOQ einem Seil gehalten. Die Neigung des Stabes ht o ^ 46". 
Bei welcher Ndgung rp der Schnur wird der Stab zu gleiten he- 
ginnen? Wie groß ist der Druck in A? 

821. Ein schwerer Stab liegt zwischen zwei „ 

horizontalen Stäben A und B, an denen er durch 
Reibung gehalten wird. Wie groß darf die Ent- 
fernung des Schwerpunktes des Stabes von A sein, 
damit der Stab nicht hinabgleitet? (Walton.) 

322. Zwei halbe Kreiszylinder mit den Halb- 
messern r und r,, den Einheitsgewichten y und y,, von 
gleicher Länge ruhen mit den rauhen ebenen Flächen 
aufeinander. Wie groß muß deren Reibungsziffer sein, 
wenn eben noch Gleichgewicht bestehen soll? 

323. Ein halber Kreiszylinder vom 
Halbmesser r und dem Gewicht G ruht 
auf zwei anderen vom Halbmesser Tj und 
dem Gewiuht Gj Die Mantelflächen smd 
glatt, der Boden rauh Bei welcher Ent^ 
femung x beginnen die unteren Halbzybnder zu 
gleiten ? 

324. Zwei zylmdnsche Walzen mit den Ge- 
wichten G, und Gj stützen sich sowohl aneinander, 
wie auch an Wand und Boden Die Ziffern der 
hierbei auftretenden Reibungen seien ff|fg Bei 
einem bestimmten Winkel <p bleiben die Walzen ' 
gerade noch im Gleichgewicht Welche Minimalwerte müssen die 
Reibungsziffem haben? Wie groß werden die Drucke DD^Dg 
zwischen den Walzen und an Boden und p 

Wand? 

825. Auf zwei unter 45" geneigten 
Ebenen liegen drei Würfel von gleichem 
Gewicht G; der Reibungswinkel p zwi- 
schen den Flächen sei bekannt Welche 
Kraft P ist notwendig, um den untersten 
Würfel empor zu heben? 

826. Ein Stab AB liegt in einem vertikalen 
Kreis vom Halbmesser a und ist vom Mittel- 
punkt um b entfernt. Wie groß wird der Winkel 
tf) im äußersten Fall sein dürfen? {f ^ Reibungs- 
ziffer zwischen Stab und Kreis.) 
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327« Auf einer Walze ruhen zwei in O drehbar verbundene 
gleich lange Stabe vom Gewicht 6. Zwischen welchen Grenzen 

wird der Winkel q) zwischen den Stäben schwan- 
ken, wenn die Reibung zwischen Stab und Walze 
berücksichtigt wird? Wie groß ist der Druck D 
zwischen beiden? 

328, Zwei Gewichte G^ und Gg sind durch 
eine biegsame Schnur verbunden; das eine liegt 
auf einer rauhen schiefen Ebene, das andere 
auf einer rauhen Viertel -Walze. Zwischen 
welchen Grenzen wird der Winkel cp schwan- 
ken dürfen, wenn Gleichgewicht bestehen 
soll? Die Reibungswinkel q^ und q^ 
sind bekannt 

329. Ein Stabwerk, das in den Ge- 
lenken B und C mit zwei gleichen Ge- 
wichten G belastet ist, hängt in A und 
^S S^ D mittelst zweier Ringe an zwei unter a 

geneigten rauhen Stangen. Zwischen welchen Grenzen kann der 
Winkel w schwanken, wenn Gleichgewicht bestehen soll ? Wie groß 
sind die Spannungen S^ und S2 der Stäbe AB und BC in den 

äußersten Stellungen? 

330. Zwei gleiche Stäbe, die gelenkig 
verbunden sind, werden in angegebener Weise 
gestützt. Wie groß muß die Reibungsziffer 
bei A und B sein, wenn die Stäbe einen rechten 
Winkel miteinander einschließen sollen? Wie 
groß ist dann der Auflagerdruck in A und B? 
331* An ein horizontal gelagertes Prisma 
lehnt sich eine Stange vom Gewicht G. Bei 
B findet Reibung statt. Das Ende A der 
^^^^^^^^^^^ Stange wird langsam nach links gezogen. Wie 
groß muß das Gewicht Q des Prismas mindestens sein, damit das 

Kippen um O nicht eintritt? Bei welchem 
Winkel a muß Q am größten sein? 

, 332. Benütze das Prinzip der virtuellen 
Verschiebungen zur Lösung folgender Auf- 
gabe: Eine Platte vom Gewicht Q ruht auf 
einem beweglichen Gestell vom Gewicht G. 
Welche Kräfte P werden das Gestell im 
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Gleichgewicht erhalten, wenn die Reibungsziffern f und f^ unter 
der Platte und an dem Boden berücksichtigt werden? 

333« Ein schwerer Körper ruht auf drei 
Stützen ABC auf rauher horizontaler Ebene; seine 
Drücke daselbst sind PQR. Ein Kraftpaar, welches 
gerade hinreicht, die Reibung zu überwinden, sucht 
den Körper zu drehen. Um welchen Punkt O wird 
diese Drehung erfolgen? (Routh.) 

334. Eine schwere Stange OA = 1 
vom Grewicht G wird in O festgehalten und 
stützt sich in A auf eine rauhe Ebene, die 
um a gegen den Horizont geneigt ist. Zu 
suchen den Winkel q) für die äußerste Gleich- 
gewichtslage und die Auflagerdrücke in A 
und O. a sei die Entfernung des Punktes O 
von der Ebene, f die Reibungsziffer derselben. 

335. Ein homogener schwerer 
Stab AB = 1 vom Gewicht G ist 
in A festgehalten und stützt sich in 
B auf die Oberfläche einer rauhen 
Kugel. Wie groß sind für die äußerste 
Gleichgewichtsstellung des Stabes : 
a) der Winkel cp; b) der Normal widerstand D der Kugel; c) der 
Widerstand A in A ? 





16. Einfache Maschinen. 

336« Mit welchem Gewicht P muß das Sicherheitsventil 
eines Dampfkessels belastet werden, wenn folgende Größen gegeben 

sind: a = 1,0 m, b = 0,2 m, r= 1 cm, hT * H 

d = 6 cm; Dampfspannung im Kessel p 
= 7 at., Ziffer der Zapfenreibung f^ = 0,1; 
Gewicht des Hebels 8^; s = 45 cm. 

337« Es soll für die nebenan 
gezeichnete Robervalsche Wage bewiesen 
werden, daß Pa = Qb ist, also un- 
abhängig von den Stellen, wo die Ge- ^' Ä 
wichte hängen. O und O^ sind feste Drehpunkte; OA = a, OB = b. 

338. Die Hebelverbindung einer Brückenwage sei derart an- 
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geordnet, daß ?-= — > wobei OA=a, OB = b, OiE= e, O^F 

u e 

= f , Ol G = g. Man zeige, daß die Beziehung P . g = Q . f gilt. 
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Aufg. 389. 




339. Es soll das Verhältnis von Kraft P und Last Q bei 
einer Differenzialschraube bestimmt werden, wenn R die Länge der 
Kurbel und hh^ die Ganghöhen der beiden Schraubengewinde auf 
derselben Spindel sind. (Ohne Rücksicht auf Reibungen.) 

340. Auf einer Tretscheibe, deren Achse 
um 20® gegen die Vertikale geneigt ist, 
steht bei P ein Pferd von 280^ Gewicht in 
der Entfernung 7 m von der Achse. Die 
Welle hat 20 cm Durchmesser. Welche 
Last Q kann mit Hilfe des Seiles überwun- 
den werden, wenn das Pferd die Scheibe 
durch Treten in Bewegung setzt? Die Neben widerstände sind nicht 
zu berücksichtigen. Der zu P gehörige Halbmesser der Scheibe ist hori- 
zontal anzunehmen. 

341. Auf einer schiefen Ebene, die unter dem Winkel a = 50® 
gegen den Horizont geneigt ist, befindet sich eine Last G, die von 
einer Kraft P gerade noch im Gleichgewicht erhalten wird; die 
Richtung von P ist um ^(J = 30® gegen die Vertikale geneigt; die 
schiefe Ebene ist rauh, der Reibungswinkel beträgt q = 5®. Die 
schiefe Ebene wird nun um y = 10® gesenkt; jetzt bleibt dieselbe Last 
G im Gleichgewicht, wenn die Kraft, deren Neigung gegen die 
Vertikale sich nicht geändert hat, um p = 10^ vermindert wird. 

Wie groß sind P und G? 

342. Ueber zwei gleiche feststehende 
Walzen schlingt sich ein Seil, an dessen 
Enden zwei Lasten hängen, von denen die 
eine zehnmal so groß ist wie die andere. 
Wie groß muß die Reibungsziffer zwischen Seil 
und Walze sein, damit Gleichgewicht besteht ? 
343« Es soll das Kraftverhältnis und das Güteverhältnis für 
den unten gezeichneten Flaschenzug ermittelt werden. Dabei sind die 
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drei die Last tragenden Seile als angenähert parallel anzusehen, die 
Rollen gleich und das Seil überall gleich stark anzunehmen. 

344« Man berechne das Güteverhältnis des unten gezeichneten 
Flaschenzuges unter denselben Voraussetzungen wie in voriger Aufgabe. 






ai 

Aufg. 343. 

345. Man ermittle das Güteverhältnis des oben gezeichneten 
Flaschenzuges unter denselben Voraussetzungen wie in Aufgabe 343. 

346. In welchem Verhältnis stehen Kraft und Last bei unten 
gezeichnetem Flaschenzug und wie groß ist das Güteverhältnis? 
Die Voraussetzungen sind die gleichen 
wie in Aufgabe 343. 

347. £in Seil schlingt sich 
über drei gleiche Rollen und ist an 
den Enden eines in O^ drehbaren 
Hebels befestigt. Wie groß muß 
mit Rücksicht auf den Rollenwider- 
stand P gemacht werden, damit die 
linke Rolle sich senkt? In welchem 
Verhältnis müssen die Arme OA = a, 
OB = b stehen, wenn der Hebel 
im Gleichgewicht bleiben soll? 





Aufg. 347. 
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Aufg. 346. 

348. Ein Seil schlingt sich über drei 
gleiche Rollen und ist in A befestigt. Wie 
groß muß mit Rücksicht auf den Rollenwider- 
stand P gemacht werden, damit Q gehoben 
wird ? Wie groß muß die Rollenziffer ^ gewählt 
werden, wenn P doppelt so groß sein soll, wie 
die in A auftretende Seilspannung? 

349. Ein Seil schlingt sich über drei gleiche Hollen; 
Enden sind in B befestigt. W^ie groß muß P mit Rücksicht auf 




seine 
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den Rollen widerstand gemacht werden, wenn Q gehoben werden soll? 
Wie groß ist der in A ausgeübte Zug? '^^^^^^^^/m^////y^^^^^^ 
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350. An der Kurbel einer Schrauben- Keil-Presse wird mit 
P = 10^ gearbeitet Welcher Widerstand Q kann durch die Presse 
überwunden werden, wenn folgende Widerstände berücksichtigt 
werden sollen: .1 Die Reibung in den Schraubengewinden f = 0,l; 
2. die Reibung zwischen den Keilen und der Preßplatte, sowie 
zwischen den Keilen und der Unterlage, f^ = 0,08. Wie groß ist das 
Güteverhältnis? Gegeben sind: a = 0,4 m, j(?=10^ a (Steigungs- 
winkel der Schraube) = 5^ r := 2 cm. 

351. Ein Keil, auf den eine Kraft P 
wirkt, treibt ein Mittelstück an (gewichtlos), 
das auf einen zweiten Keil drückt. Welche 
Last Q kann durch diesen zweiten Keil ge- 
hoben werden, wenn 2 a, 2ß die Keilwinkel, 
Q Qi ?2 ^^® ^^®^ Reibungswinkel sind ? 

352. Auf ein Prisma von der 
Breite a und der Höhe h wirken 
oben und unten gleiche Drücke Q. 
Das Prisma wird in der Diagonale 
gespalten. Nach welcher Zeit kom- 
men seine Hälften in die nebenan ge- 
zeichnete Lage, wenn q und q^ die 
Reibifngswinkel der betreffenden Flächen 

sind? Bei welchem Verhältnis — wird 

a 

die Verschiebung unterbleiben? 

353. An einem Göpel arbeiten vier 

Mann mit je P = 10i^; welche Last Q 

kann mit demselben gehoben werden, 

wenn die Reibung in den beiden Zapfen 
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des Göpels, die Steifheit des Seiles und die Widerstände der Leit- 
rolle L berücksichtigt werden sollen? Wie groß ist das Güte Verhält- 
nis ? Gegeben sind : R = 3 m, R^ = 20 cm, d ^ 4 cm (Seilstärke), 
r = 20 cm (Halbmesser der Leitrolle), p^ = p 3 = 4 cm (Zapfenhalb- 
messer), Reibungsziffer fj = 0,08. 

354« Ein Balken A B von der Länge 
1 = 3 m und dem Gewicht G = 400^ ist 
in A drehbar befestigt und wird in B 
mittelst eines Hanfseiles von der Stärke 
d = 3 cm aufgezogen. Das Seil läuft über 
zwei feste Rollen C und D, welche den 
Halbmesser R = 10 cm und den Zapfen- 
halbmesser ß = 2 cm besitzen; die Entfernung AC = a beträgt 4 m. 
Man berechne: a) Li welcher Stellung des Balkens ist die Seil- 
spannung Sg am größten ? Wie groß ist sie ? b) Wie groß ist für 
diese Stellung die zum Heben notwendige Kraft P bei Berücksich- 
tigung der Rollenwiderstände in C und D ? ßeibungsziffer f^ = 0,1. 

355. An den beiden Kurbeln 
eines Haspels arbeiten vier Mann 
mit je 8^; die Kurbellänge ist 
R = 0,4 m, der Halbmesser der 
Welle r == 8 cm , die Stärke des 
Hanfseiles d = 2 cm ; die Zapfen- 
reibung verzehrt 4% der Gesamt- 
leistung. Welche Last Q kann mit dem Haspel gehoben werden? 
Wie groß ist das Güteverhältnis? 

356. Auf einem Haspel (siehe obige Fig.) dessen Arme 60 cm 
lang sind (R), dessen Welle 30 cm Durchmesser (2 r) und p = 2 cm 
Zapfenhalbmesser hat, wird ein Hanfseil von d = 2,5 cm Stärke 
aufgewunden. Dasselbe läuft anfangs horizontal, um dann über eine 
feste Rolle von ri=15cm Halbmesser und pi = 2cm Zapfenhalb- 
messer zu gehen; endlich hängt es vertikal herab und trägt Q = 50^. 
Zapfenreibung (f^ = 0,08) und Seilsteifheit sind zu berücksichtigen. 
AVie groß muß die Kraft P am Arm zum Heben 

der Last sein? Wie gross ist das Güteverhältnis? 

357. Eine Last Q wird mit Hilfe eines 
Seiles von der Stärke d gehoben, das über eine 
Walze geschlungen ist. Die Walze ist zwischen 
zwei rauhen schiefen Ebenen gelagert, deren jede 
mit der Vertikalen den Winkel a einschliesst. 



GL 
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Welche Kraft P ist am Ende des Armes R nötig, um die Last 
zu heben? 

358. In Aufgabe 310 sei G = 100^, q) = 4:b% f = tgg = 0,2. 
Bei C würde das Hanfseil (von d = 2 cm Starke) über eine Rolle 
laufen, deren Halbmesser R = 12 cm, Zapfenhalbmesser q = 2 cm, 
Zapfenreibungsziffer f^ = 0, 1 sei. Wie groß muß die Kraft P sein, 
die das Gewicht hebt, und wie groß muß die Kraft P' sein, die 

das Gewicht erhält? 

359* Eine Last Q hängt an einem voll- 
kommen biegsamen Faden, der über eine Rolle vom 
Halbmesser R geschlungen wird. Über den rauhen 
Zapfen vom Halbmesser r wird ein anderer Faden 
gelegt und durch Ziehen und Spannen desselben 
K\ Jfl JL ^*® Rolle im angedeuteten Sinne bewegt. Wie 

groß müssen die Spannungen Kj und Kg des 
Fadens sein, damit die Last Q gehoben wird? 

360. Wie ändert sich das Resultat der vorhergehenden Auf- 
gabe, wenn auch die Reibung des Zapfens in seinem Lager (Reibungs- 
ziffer fi) berücksichtigt wird? 

361. Bei der Kniehebelpresse von Marsth 
^p wird auf die Preßplatte AB dadurch ein Druck 
Q ausgeübt, daß ein Handrädchen vom Halb- 
messer R eine Schraubenspindel dreht, welche 
bei feststehenden Punkten O und 0^ das Ge- 
triebe hinabdrückt. Wie groß muß die Kraft P am 
Handrädchen sein, wenn auf die Reibung in den 
Schraubengewinden Rücksicht genommen wird? 

362. Eine Last Q = 3u00^ wird auf Rädern eine schiefe 
Ebene hinaufgezogen, welche 80 m lang und 4 m hoch ist Das 

Hanfseil ist 2 cm stark und läuft über 
eine Rolle. Gegeben sind: Raddurchmesser 
0,5 m; Radzapfendurchmesser 5 cm; Rollen- 
durchmesser 1 m; Rollen Zapfendurchmesser 
12 cm; Zapfenreibungsziffer 0,08. Wie 

groß muß die Kraft P am Ende des Seiles sein, w^enn 1. die Last 

gehoben und 2. die Last gehalten werden soll? 

363. Eine Last G wird auf Walzen eine schiefe Ebene von 
der Neigung a = 20^ emporgezogen. Das Hanfseil ist 1,5 cm stark 
und läuft oben über die Welle eines Haspels (siehe Aufgabe 355), 
an dessen Kurbeln zwei Arbeiter mit je 10^ wirken. Außerdem 
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sind folgende Größen gegeben : 
Walzenhalbmesser Rj = 5 cm; 
Wellenhalbmesser r = 10 cm ; 
Kurbellänge R = 40 cm; 
Zapfenhalbmesser ^ = 2 cm ; 
Ziffer der Zapfenreibung f^ = 
0,1. Wie groß darf G 
äußersten Fall sein? 



im 




Aufg. 363. 




17. Kettenlinien. 

364. Von dem Bogenstück AB einer aufgehängten schweren 
Kette kennt man den Schwerpunkt 8. Wo schneiden sich die Tan- 
genten des Bogens in A und B? 

365* Auf eine in zwei Punkten aufgehängte Kette wirken 
Kräfte, welche sämtlich durch einen festen Punkt O gehen. In 
welchem Verhältnis stehen die Fadenspannungen an zwei beliebigen 
Stellen? (Petersen.) k^ 

366. Ein homogenes Seil AC = 1 "^"^^ 
ist in A aufgehängt und liegt zum 
Teil auf einer schiefen Ebene. Es ist 
die Länge BC = 1^ zu suchen, wenn 
die Winkel a und ß gegeben sind. 
(Walton.) 

367. Ein schwerer homogener Faden ist an zwei Punkten in 
derselben Höhe befestigt; die Spannungen in diesen Punkten sind 
gleich dem Gewicht des Fadens. Welche Neigung q) haben die 
Tangenten in diesen "Punkten gegen die Horizontale und wie groß 
ist das Verhältnis zwischen der Länge des Fadens und der Ent- 
fernung der Aufhängepunkte? (Wal ton.) 

368. Eine homogene Kette ABC von 
der Länge 2 1, die zwischen zwei gleich 
hohen Punkten A und C mit der Durch- 
senkung h herabhängt, wird mit ihrer Mitte 
bis D gehoben. Wie ändert sich dadurch 
Richtung und Größe der Spannung in A 
und C und wie groß ist sie jetzt? 

369. Eine homogene Kette von der Länge 1 und dem Ge- 
wicht G ist in einem Endpunkt B befestigt. Das andere Ende 
Ä soll so hoch über B gehoben werden, daß die Kette bei B einen 
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gegebenen horizontalen Zug H ausübt. Welche Höhe r^ über B 
und welche horizontale Entfernung ^ von B muß A erhalten? 

370. Eine homogene Kette von nebenstehen- 
der Gestalt ist im Gleichgewicht. Der Horizontal- 
zug sei H = 2 q 1, wenn 2 1 di^ Länge der Kette 
zwischen A und B , 2 q 1 ihr Gewicht ist. Wie 
groß ist h? (Walton.) 

87 1. Von einer homogenen Kette, 
deren Länge 1 ist, liegt ein Stück auf 
einem rauhen horizontalen Tische. Wie 
lang darf das frei herabhängende Stück z 
sein, damit Gleichgewicht besteht? 

372. Eine homogene Kette ruht 
mit ihren Enden auf zwei rauhen 
horizontalen Ebenen, welche die 
Entfernung b voneinander haben. 
Wie groß muß die Differenz x — x^ 
der beiden horizontalen Stücke 
der Kette sein, damit Gleichge- 
wicht besteht? 

373. Von einer homogenen 
Kette, deren Enden A und B 
auf einem horizontalen glatten 
Stabe festgeklemmt sind, wird ein Glied 
C auf den Stab gesteckt. Welche Ge- 
stalt nehmen nun die beiden Teile der 
Kette an, wenn ihre Längen AC=2li, 
B C = 2 I2 gegeben sind ? 

374. Eine homogene Kette vom Ge- 
wicht q für die Längeneinheit ist in A be- 
festigt und geht durch einen glatten Ring B, 
der an jedem Punkt einer horizontalen Stange 
festgehalten werden kann. Das Ende C der Kette trägt das Ge- 
wicht Q. Man suche den Ort der Punkte C für alle mögHchen 

Gleichgewichtslagen. 

*375. Wie muß das Gewicht q der Längen- 
einheit einer Kette sich ändern, wenn die Ketten-, 
linie ein Halbkreis sein soll? Wie groß ist die 
Spannung in jedem Punkt M? (Joh. Bernoulli.) 
*376. Zwischen zwei Punkten, die in der gleichen Horizori- 
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talen liegen und die Entfernung 2 b voneinander haben, hängt eine 
Kette von veränderlicher Dicke herab. Die Dicke ist dem Cosinus 
der Neigung (p der Kette gegen die Horizontale proportional. Welche 
Gestalt nimmt die Kette an, wenn h ihre Einsenkung ist? (Jakob 
und Joh. Bernoulli.) 

*377. Zwischen zwei Punkten A 
und B, die in .derselben Horizontalen 
liegen, hängt eine gewichtlose Kette; 
sie trägt eine über die Horizontale CD 
ungleichförmig verteilte Belastung (q für 

die Längeneinheit). Wenn die Kette die Form y = h cos 







X S 




annimmt, welchem Gesetz muß die Belastung q folgen ? 

*378. Eine gewichtlose Kette, die . . 

in zwei gleich hoch liegenden Punkten A 
und B befestigt ist, trägt zwei verschieden 
große gleichförmig ausgebreitete Belas- 
tungen (qi und qg für die Längeneinheit 
der Horizontalen). Die hierdurch erzeugte 
größte Einsenkung der Kette sei hm und 
werde gemessen. Wie groß ist der Hori- 
zontalzug der Kette? 

*379. Eine zwischen A und B 
herabhängende gewichtlose Kette trägt 
einen gleichförmig mit q auf die Längen- 
einheit belasteten Balken , der an einer g\, 
Stelle überdies mit Q belastet ist. Wenn 
die Einsenkung der Kette an der Stelle 
dieser Last mit h ermittelt wird, wie groß ist der Horizontalzug H 
der Kette? 

*380. Bei der Belastung einer gewichtlosen Kette wie in Auf- 
gabe 379 kann AD = z geändert werden. Die Einsenkung h^ der 
Kette in der Mitte von AB = 2 b werde gemessen. Man suche 
die größte Einsenkung h^ der Kette und die Stelle, wo diese auf- 
tritt, ferner die Kettenspannung in A. 




n. Bewegung des Punktes. 

1. Geradlinige Bewegung. 

381. Ein Punkt besitzt eine Anfangsgeschwindigkeit Vg und 
eine konstante Verzögerung b^ ; nach m Sekunden hört die Ver- 
zögerung auf, um nach weiteren n Sekunden mit der Größe bg 
wieder aufzutreten. Nach welchem Weg s kehrt der Punkt um 
und mit welcher Geschwindigkeit v^ kommt er in die Anfangslage 
zurück? Man zeichne das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm. 

382. Ein schwerer Punkt fällt ohne Anfangsgeschwindigkeit 
frei herab. Ein zweiter schwerer Punkt, der um a tiefer liegt, wird 
gleichzeitig mit der Anfangsgeschwindigkeit Yq in derselben Verti- 
kalen nach aufwärts geworfen. Nach welcher Zeit T treffen sich 
die Punkte? Wie weit ist die Stelle des Zusammenstoßes von der 
Ausgangsstelle des oberen Punktes entfernt? 

383. Ein schwerer Punkt, der ohne Anfangsgeschwindigkeit 
einen vertikalen Brunnen hinabfällt, wird nach t Sekunden aufschlagen 
gehört. Wie tief ist der Brunnen, wenn die Greschwindigkeit des 
Schalles a Meter pro Sekunde beträgt und wenn der Widerstand 
der Luft außer acht gelassen wird? 

384. Zwei Punkte bewegen sich mit konstanten Geschwindig- 
keiten Ci Cg in einer Geraden hintereinander. Ihre Anfangslagen 
haben die Entfernung a. Nach welcher Zeit T stoßen sie zusammen? 
(Auch graphisch zu lösen mit Diagramm.) 

385. Zwei Punkte mit den Anfangsgeschwindigkeiten v^ und V2 
und den konstanten Beschleunigungen y^ und ^2 bewegen sich in 
einer Geraden hintereinander. Ihre Anfangslagen haben die Ent- 
fernung a. Nach welcher Zeit T treffen sie zusammen? 

386. Ein schwerer Punkt wird in luftlerem Raum mit der 
Anfangsgeschwindigkeit v© vertikal aufwärts geworfen; nach t Se- 
kunden wird von derselben Stelle ein zweiter Punkt mit derselben 
Geschwindigkeit Vo aufwärts geworfen. Nach welcher Zeit t^, vom 
Abgang des zweiten Punktes gerechnet, treffen sich beide Punkte? 

387. Zwei Punkte beginnen gleichzeitig ihre Bewegung, legen 
denselben Weg zurück und kommen gleichzeitig zur Ruhe. Der 
eine Punkt beginnt seine Bewegung mit der Geschwindigkeit c, er 
wird gleicliförmig verzögert mit bj pro Sekunde. Der andere 
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Punkt beginnt seine Bewegung mit v© = 0; er wird anfänglich mit 
bg gleichförmig beschleunigt und, sobald seine Geschwindigkeit gleich 
c geworden ist, gleichförmig verzögert mit y = — x bis zur Ruhe. 
Nach welcher Zeit T kommen beide Punkte zur Ruhe? Wie groß 
ist ihr gemeinsamer Weg s? Nach welcher Zeit t tritt die Ver- 
zögerung X ein? Wie groß ist sie? Man zeichne die Geschwindig- 
keit-Zeit-Diagramme. 

388. Drei Punkte A, B, G bewegen sich hintereinander in 
einer Geraden und beginnen ihre Bewegung von derselben Stelle 
mit derselben Geschwindigkeit Vo = 246 m/s. Zuerst beginnt A 
seine Bewegung; er erleidet eine Verzögerung y^ = 10 m/s^, r^ = 5 
Sekunden später beginnt B seine Bewegung; er bewegt sich gleich- 
förmig. Wieder ^^ = 3 Sekunden später beginnt C seine Bewe- 
gimg und wird mit y^ = 4 m/s^ beschleunigt. Nach welcher Zeit t 
sind die Entfernungen AB und BC einander gleich geworden? Wie 
groß sind sie dann? 

389. Zwei Punkte beginnen ihre Bewegung gleichzeitig in der- 
selben Geraden. Der erste Punkt besitzt keinq Anfangsgeschwindig- 
keit, jedoch eine Beschleunigung von 1 m/s^; sie dauert 3 Se- 
kunden, hört dann auf und setzt zu Beginn der 9. Sekunde wieder 
ein. Der zweite Punkt besitzt 8 m/s Anfangsgeschwindigkeit und 
eine Verzögerung von 0,5 m/s^; sie dauert ö Sekunden, hört 
dann auf und setzt zu Beginn der 10. Sekunde wieder ein. Nach 
welcher Zeit t, vom Beginn der Bewegung gerechnet, haben beide 
Punkte gleiche Geschwindigkeit? Wie groß is;t sie? Man zeichne 
die Geschwindigkeit-Zeit-Diagramme. 

*390. Ein Punkt, der sich in der Entfernung x von einem 
Abstoßungszentrum befindet, erleidet durch dasselbe eine Beschleuni- 
gung y = k x^, worin k eine Konstante bedeutet. Für den Anfang der 

Bewegung ist t = 1, x = l/2/k, v = — l/2/k. Es sollen x, v und 
y als Funktionen der Zeit dargestellt werden. Wo kommt der Punkt 
zur Ruhe? 

*391. Zwei gleiche Punkte werden von von einem Zentrum 
mit der Beschleunigung y = kx~° angezogen; der eine Punkt be- 
ginnt seine Bewegung in x = oo , der andere in x = a, beide mit 
Vo = 0. Wenn der erste Punkt nach x = a kommt und der zweite 

nach X = — , so besitzen beide gleiche Geschwindigkeit. Wie groß 

, ist n? (Wal ton.) 
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i'392. Ein Punkt bewegt sich derart, daß seine Geschwindigkeit 

V = a log ( — 1 ist, worin a und b Konstante, t die Zeit bedeuten. 

Es soll die Beschleunigung als Funktion der Geschwindigkeit ge- 
sucht werden. 

k 
*393* Die Beschleunigung eines Punktes ist y = 



wonn 



a 



k und a konstante Größen, s den Weg des Punktes bedeuten. Man 
suche, den Weg und die Beschleunigung durch die Geschwindigkeit 
V auszudrücken. Für den Anfang der Bewegung ist s :^ 0, v = 0. 
*394. Ein Punkt m wird von einem Fixpunkt m^ mit einer Kraft 
angezogen, welche den Massen m m^ der Punkte direkt und der 
dritten Potenz ihrer Entfernung verkehrt proportional ist. Nach 
welcher Zeit erreicht der bewegliche Punkt den Fixpunkt, wenn a 
die anfängliche Entfernung und die Anfangsgeschwindigkeit Null 
ist? (Walton.) 

*395* Ein Punkt fällt aus einem Abstand a nach einem 
Fixpunkt mit der Beschleunigung k^r~\ worin k eine Konstante, r 
die Entfernung der beiden Punkte ist. Wie groß ist die ganze 
Fallzeit? Die Anfangsgeschwindigkeit ist Null. (Wal ton.) 

*396. Ein Massenpunkt m liegt in der Mitte zwischen zwei 
gleichen Massenpunkten m^ , welche um 2 a voneinander entfernt 
sind und wird von beiden nach dem Newton sehen Gesetze ange- 
zogen. Nun wird der Punkt m mit einer Anfangsgeschwindigkeit 
Vo dem einen der Massenpunkte nij genähert. Welche Geschwindig- 
keit V erreicht er, wenn er diese Annäherung zur Hälfte durchge- 
führt hat? 

*397. Ein Punkt bewegt sich auf einer 

Kettenlinie, deren Gleichung y = - ( e^* -|- e~^* | 

ist, mit konstanter Geschwindigkeit c. Man suche 
die Beschleunigung yy, mit der sich die Pro- 
jektion Q des Punktes in der y-Achse bewegt. 

*398. Zwischen zwei festen Punkten Oj Og, welche die Ent- 
fernung a voneinander besitzen, liegt in der Mitte ein beweglicher 
Punkt anfangs in Ruhe. Er wird von 0^ und Og der Entfernung 
proportional angezogen; kj kg sind die Anziehungen beziehungsweise 
in der Einheit der Entfernung. Wie groß muß das Verhältnis kg/k^ 
sein, wenn die nächste Ruhelage des Punktes in Og ist? 
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*399. Eine Grerade g verschiebt sich parallel zu sich selbst 
mit der Geschwindigkeit v' und der Beschleunigung y', 
Sie schneidet eine feste Gerade h, mit der sie den v/' 

Winkel (p einschließt, in einem Punkt M. Mit j/v' * 

welcher Geschwindigkeit v und Beschleunigung y -^^ ;^ 

rückt dieser Schnittpunkt auf h fort? 

*400. Eine Gerade g dreht sich um den Punkt O mit kon- 
stanter Winkelgeschwindigkeit ö> und schneidet 

die feste Gerade h in einem Punkt M. Man ^^ ^^^ 

soll die Beschleunigung y, mit der der Punkt M 
auf h fortrückt, durch den Weg s = Mo M 
ausdrücken. 

*401. Ein Kreis rotiert mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 
w um einen Punkt O seines Umfanges und 
schneidet dabei eine durch O gehende feste 
Gerade h in einem Punkt M. Welche Art von 
Bewegung macht M auf h? Man suche die 
Geschwindigkeit und Beschleunigung von M als 
Funktion von s. 

*402. Um einen festen Punkt O dreht sich eine im Abstand 
r befindliche Gerade g mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit CO. Man soll die Geschwindigkeit 
V und Beschleunigung y, mit der der Schnittpunkt 
M mit einer festen Geraden h fortschreitet, durch 
den Drehungswinkel qp, die Entfernung a des 
Punktes O von h und durch co darstellen. 

*403. Zwei Türflügel OB und OjC von gleicher Breite b 
drehen sich um vertikale Achsen 00^, 
Der eine Türflügel schleift bei C an dem 
anderen OB, der mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit CO gedreht wird. Man 
suche die Geschwindigkeit v, mit welcher 
C in OB gleitet, als Funktion von OC = x. 
Wie groß wird v, wenn C nach B kommt ? 

*404. Ein Punkt M beschreibt eine 
Gerade mit der Geschwindigkeit v und der 
Beschleunigung y. Er ist durch eine Schnur 
von der Länge 1, die durch einen Ring O geht, mit einem zweiten 
Punkt Mj verbunden, der eine parallele Gerade .beschreibt. Welche 
Geschwindigkeit v^ und welche Beschleunigung y^ hat M^? 

Wittenbaner, Aufgaben. 5 




deren Entfernung a ist. 
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*406« Ein Punkt, der seine Bewegung mit der Geschwindig- 
keit Vo beginnt, erfährt in einem ungleichmäßigen Mittel einen Wider- 

(a l)v* 

stand, dessen Verzögerung durch ^ ^ gemessen wird ; hierin ist 

y die Geschwindigkeit des Punktes, s sein zurückgelegter Weg, a 
und b Konstante. Man soll den Weg s, die Geschwindigkeit v und 
die Beschleunigung y als Funktionen der Zeit ausdrücken. 

*406* Ein schwerer Punkt wird vertikal nach aufwärts ge- 
worfen. Der Widerstand der Luft ist dem Quadrat der Geschwin- 
digkeit proportional, die Anfangsgeschwindigkeit Vq. Man ermittle: 

a) Die Geschwindigkeit und den Weg als Funktionen der Zeit; 

b) den Weg als Funktion der Geschwindigkeit (direkt); c) die ganze 
Steigzeit; d) die Steighöhe. 

*407. Ein Punkt erhält eine Anfangsgeschwindigkeit Vo und 
bewegt sich hierauf in einem Mittel, dessen Widerstand der Quadrat- 
wurzel der Geschwindigkeit proportional ist. Wann kommt der 
Punkt zur Ruhe? (Wal ton.) 

*408. Zwei vertikal übereinander befindliche, um a entfernte 
schwere Punkte A und B bewegen sich so, daß A ohne Anfangs- 
geschwindigkeit frei fällt, während B mit der Geschwindigkeit Vo 
nach aufwärts geworfen wird. Der Widerstand des Mittels ist der 
Geschwindigkeit proportional. Nach welcher Zeit treffen sich die 
beiden Punkte? (Wal ton.) 




2. Diagramme. 

409. Das Weg - Zeit - Diagramm 
eines Punktes ist nebenan gezeichnetes 
Trapez. Man zeichne das Geschwindig- 
keit-Zeit-Diagramm. 
410. Das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm eines Punktes sei 

nebenan gezeichnetes Trapez. Man 
zeichne das Weg-Zeit- und das Be- 
schleunigung-Zeit-Diagramra. 
^^ 411. Das Geschwindigkeit-Zeit- 

Diagramm eines Punktes ist nebenan ge- 
zeichnete Halbellipse. Welche Geschwindig- 
keit c muß dieser Punkt erhalten, wenn er 
denselben Weg in der gleichen Zeit tj gleich- 
förmig zurücklegen soll? 




^2 
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*412. Das Weg-2ieit-Diagramm eines bewegten Punktes ist 
eine Viertel-Ellipse. Man ermittle das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm 
sowie das Beschleunigung-Zeit-Diagramm des 
Punktes. Zu welcher 2ieit hat der Punkt die 
größte und die kleinste Beschleunigung und 
wie groß sind diese? 

H13. Das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm 
eines Punktes ist die nebenan gezeichnete 
Parabel. Man ermittle das Beschleunigung- 
Zeit-Diagramm und das Weg-Zeit-Diagramm. 

414. Das Geschwindigkeit - Zeit - Dia- 
gramm eines Punktes ist nebenan gezeichneter Viertelkreis. Ein anderer 
gleichförmig beschleunigter Punkt, der seine Bewe- 
gung in derselben Geraden, zu gleicher Zeit an der- 




v\ 
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selben Stelle mit der Greschwindigkeit Vo = -^ b^nnt, 

erreicht den ersten Punkt wieder nach der Zeit t^. 

Wie groß muß die Beschleunigung y des zweiten Punktes sein? 

415. Nebenstehende Zeichnung ist das Geschwindigkeit-Zeit- 
Diagramm zweier in derselben Geraden 

laufenden Punkte. Es ist t« = -^^ , 

4 

2 

I2 ^^ "ö" tJ » ' o =^ V3, 

2 1 

Vj = — Vj, Vj = — Vo. Man ermittle 
o o 

die Zeit t, nach welcher die Punkte wieder zusammentreffen. 

416. Von zwei in derselben Geraden und 
von der gleichen Anfangslage bewegten Punkten 
sind nebenan die Geschwindigkeit-Zeit-Diagramme 
gegeben. Bekannt sind die Zeiten t^ und tg. Nach 
welcher Zeit t treffen die Punkte zusammen? 

417. Zwei Punkte beginnen gleichzeitig aus derselben Anfangs- 
lage ihre geradlinige Bewegung. Das Geschwindig- 
keit-Zeit-Diagramm der einen Bewegung ist eine Ge- 
rade, das der andern ein Kreisquadrant. Man soll : 
a) die Beschleunigung der zweiten Bewegung als 
Funktion der Zeit darstellen ; b) die Beschleunigung 
der ersten Bewegung berechnen, wenn der erste Punkt 

5* 
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den zweiten in dem Augenblick erreicht, in dein letzterer zur Ruhe 
kommt; c) die Zeit berechnen, nach welcher beide Punkte gleiche 
Geschwindigkeit besitzen. 

418. Zwei Punkte beginnen gleichzeitig aus derselben Anfangs- 
lage ihre geradlinige Bewegung. Die Geschwindig- 
keit-Zeit-Diagramme sind zwei gleiche Viertelkreise 
in der gezeichneten Lage, a) Nach welcher Zeit 
hat die Beschleunigung der beiden Punkte dieselbe 
absolute Größe und wie groß ist sie? b) Nach 
welcher Zeit und welchem Weg treffen die Punkte 

wieder zusammen? 

419. Suche für die Bewegung des Punktes 1 (frühere Auf- 
gabe) die Beschleunigung und Geschwindigkeit als Funktion der Zeit 
auszudrücken. 

3. Krummlinige Bewegung. 

420. Ein von A aus im luftleeren Raum geworfener schwerer 
Punkt trifft den in gleichem Horizont gelegenen Punkt B nach 
einer Zeit t; ein anderer von A aus unter dem doppelten Winkel 
geworfener Punkt trifft B nach einer Zeit t^. Welche Entfernung 
X besitzen A und B voneinander? 

421. Ein unter dem Winkel a geworfener schwerer Punkt 

geht durch eine Stelle A, welche von O aus 
mit derselben Anfangsgeschwindigkeit in ge- 
radliniger, gleichförmiger Bewegung nach n Se- 

0^"^ künden erreicht werden kann. Wie groß ist 

die Flugzeit des Punktes von O nach A? (Walton.) 

422. Zwei schwere Punkte werden gleichzeitig von derselben 
Stelle aus mit den Geschwindigkeiten c^ Cg unter den Winkeln «j a^ 
geworfen. In welcher Zeitdifferenz durchlaufen sie hintereinander 
die Stelle, wo sich ihre Flugbahnen schneiden ? 

"^423. Ein schwerer Punkt wird von O aus mit gegebener 
Geschwindigkeit geworfen (Fig. zu 421). Durch O geht eine unter dem 
Winkel ß geneigte Ebene. An welcher Stelle A und nach welcher 
Zeit T wird diese Ebene getroffen ? Unter welchem Winkel a^ muß 
der Wurf geschehen, damit OA am größten ist? 

424. Von der Spitze eines Turmes werden zwei schwere Punkte 
mit derselben Geschwindigkeit v^ unter den Wurf winkeln «j a^ ge- 
worfen. Es wird beobachtet, daß beide Punkte den Boden an der- 
selben Stelle treffen. Wie hoch ist der Turm? 
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425. Ein schwerer Punkt wird schief geworfen (Fig. zu 421). 
Gegeben ist von der Anfangsgeschwindigkeit der Teil c, welcher zur 
Parabelsehne OA senkrecht steht. Wie groß ist in A der Geschwin- 
digkeits-Teil senkrecht zu OA? (Wal ton.) 

426. Zwei Punkte beginnen ihre Bewegung gleichzeitig von 
A aus mit der Geschwindigkeit Vq. Der eine Punkt legt den Durch- 
messer AB gleichförmig verzögert zurück, der 
andere den Halbkreis gleichförmig beschleunigt; 
die Beschleunigungen beider Punkte sind nur 
durch das Vorzeichen verschieden. Beide Punkte 
langen gleichzeitig in B an. a) Nach welcher 
Zeit t geschieht dies? b) Mit welcher Be- 
schleunigung yt bewegen sie sich ? c) Wie groß ist die Geschwindig- 
keit Vj des zweiten Punktes in B? d) Wie groß ist die gesamte 
Beschleunigung y des zweiten Punktes in B und welchen Winkel qp 
schließt sie mit v^ ein? 

427. Von A ausgehend, bewegen sich zwei Punkte auf dem 
Kreis mit derselben Anfangsgeschwindigkeit Vq in 
entgegengesetzter Richtung. Der eine Punkt wird 
mit b gleichförmig beschleunigt, der andere mit b 
gleichförmig verzögert. Die beiden Punkte treffen 
sich genau an der Stelle M, wo der zweite Punkt 
seine Bewegung umkehrt. Wie groß muß die 
Beschleunigung b gewählt werden ? Welchen Winkel qp schließen die 
ganzen Beschleunigungen beider Punkte an der Stelle M miteinander ein ? 

428. Dieselbe Aufgabe, doch ist die Beschleunigung b von 
beliebig gegebener Größe. Nach welcher Zeit t treffen sich die 
Punkte ? Welchen Winkel (f schließen ihre ganzen Beschleunigungen 
an der Stelle, wo die Punkte sich treffen, miteinander ein? 

429. Von A wird ein schwerer Punkt 
im luftleeren Raum mit der Anfangsgeschwin- 
digkeit Vq unter dem Winkel os schief geworfen, 
k Sekunden später fällt von B ein schwerer 
Punkt ohne Anfangsgeschwindigkeit herab. 
Die beiden Punkte treffen sich in M. Welche 
Koordinaten hat dieser Punkt? 

480. Ein schwerer Punkt vom Gewicht 
G = 1^ bewegt sich mit konstanter Geschwin- 
digkeit V = 2,8 m in einer horizontalen 
Ebene und beschreibt dabei eine Kreis-Evol- 




ß oc 






70 Bewegung des Punktes. 

vente. Der Grundkreis habe r = 2 m Halbmesser. Wie groß ist 
die Fadenspannung 8 an beliebiger Stelle M und wie groß (SJ ist 
sie an der Stelle M^ der Punktbahn, wo ^ABMi = 90<^ ist? 

*431.. Ein Punkt beschreibt einen Halbkreis; die Projektion 
der Bewegung auf den Durchmesser ist eine gleich- 
förmige Bewegung mit der Geschwindigkeit c. Man 
suche die Geschwindigkeit und Beschleunigung des 
Punktes als Funktionen des Winkels (p und gebe an, 
welche Richtung die Beschleunigung von M besitzt 

""^SS. Ein Punkt beschreibt eine Ellipse -g- -h ^ = ^ ver- 

a D 

möge einer Beschleunigung, welche die Richtung der negativen y- 

Achse hat. Die Anfangslage des Punktes ist x = o, y = b, die 

Anfangsgeschwindigkeit Vq. Wie groß ist die Beschleunigung an 

jeder Stelle der Bahn? (Newton, Principia.) 

*433* Ein Punkt, der anfangs in Ruhe ist und die Koordi- 

b2 
naten x = a, y = b besitzt, beschreibt die Parabel y* = — . x ; von 

a 

seiner Beschleunigung ist der eine Teilyy = — k^y gegeben, worin 

k eine Konstante ist Man suche x, y und die Geschwindigkeit v 

als Funktionen von t, sowie den andern Teil der Beschleunigung 

yx als Funktion von x. Wo ist die nächste Ruhelage und wie 

bewegt sich der Punkt zwischen den beiden Ruhelagen? Welche 

Zeit T braucht der Punkt, um von einer Ruhelage zur nächsten zu 

kommen? 

*434. Ein Punkt beschreibt die Kettenlinie y = -^ (e^* + e - *'») 

mit konstanter Geschwindigkeit c. Man suche die Teile v^ und Vy 
der Geschwindigkeit, sowie die Teile y^ und yy der Beschleunigung 
endlich die ganze Beschleunigung y als Funktionen von x und y. 
Welche Richtung besitzt y? 

'"435. Ein Punkt, der die Anfangslage x = o, y = b sowie 
die Anfangsgeschwindigkeit Vq in der Richtung der x-Achse hat, 
wird senkrecht zu dieser mit einer Kraft angezogen, welche der Ent- 
fernung y proportional ist. Für y = 1 sei die Beschleunigung dieser 
Anziehung k^. Man suche die Gleichung der Bahn des Punktes 
sowie die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit Wie oft und 
wann schneidet die Bahn die x- Achse? Wann befindet sie sich 
am weitesten von dieser Achse? (Riccati.) 
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'*'436« Ein Punkt besitzt in Richtung der x-Achse die kon- 
stante Verzögerung — a, in Richtung der y- Achse die konstante 
Beschleunigung -f- a ; seine Anfangslage ist x = o, y = o ; seine 
Anfangsgeschwindigkeit Vq hat die Richtung der positiven x-Achse. 
Man ermittle die Bahn des Punktes sowie den Ort und die Größe 
seiner kleinsten Geschwindigkeit. 

*487. Ein Punkt, dessen Anfangslage durch x^ = o, y^ = o, 

dessen Anfangsgeschwindigkeit Yq durch die Komponenten Vox> Voy 

a b 

gegeben ist, werde derart beschleunigt, daß y^ = — , /y = — sei, 

worin a und b Konstante sind. Man suche die Geschwindigkeit v 
an beliebiger Stelle als Funktion der Zeit und die Gleichung der 
Bahn« 

*4S8. Ein Punkt M erleidet drei Anziehungsbeschleunigungen : 
die eine kx senkrecht zur y- Achse, die zweite ky 
senkrecht zur x- Achse , die dritte m r nach O ge- Mo 
richtet k und m sind Konstante. Die Anfangs- 
lage Mq ist X = 0, y = a, die Anfangsgeschwindig- * "^ 
keit Vq ist parallel zu Ox. Man suche die Bahn des 
Punktes, die Geschwindigkeit und die Umlaufszeit. ^ 

*439. In der Ecke A eines bei C rechtwinkligen Dreiecks, 
dessen Seiten AC und BC gleich sind, befindet sich ein Punkt P 
anfänglich in Ruhe. Die drei Ecken ABC 
ziehen ihn den Abstanden proportional an, 
so daß die Anziehung für die Einheit der 
Entfernung die Größe k^ hat Man suche 
die Bahn des Punktes P, sowie seine Ge- 
schwindigkeit, Beschleunigung und Schwingungsdauer. (Fuhrmann.) 

*440* Eine Gerade g dreht sich um den 
Punkt O mit konstanter Winkelgeschwindigkeit o) 
und schneidet einen durch O gehenden Kreis in 
einem Punkt M. Welche Bewegung macht M 
auf dem Kreis? Man berechne die Geschwindig- 
keit und die Beschleunigung dieses Punktes. 

*441« Eine Gerade g dreht sich um den Punkt F mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit o) und 
schneidet eine feste Ellipse, deren Halb- 
achsen a, b sind und deren einer Brennpunkt 
P ist Mit welcher Geschwindigkeit rückt M 
auf der Ellipse fort? 
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*442. Eine Gerade g bewegt sich pa- 
rallel zu sich mit der konstanten Geschwin- 
digkeit k. Sie schneidet hierbei einen festen 
Kreis im Punkt M. Mit welcher Geschwin- 
digkeit V und mit welcher Beschleunigung 'y 
bewegt sich M auf dem Kreis? 
*448. Zwei gleich große Kreise drehen sich um den Punkt 

O mit konstanter Winkelgeschwindigkeit u) 
nach entgegengesetzten Seiten. Welche Ge- 
schwindigkeit V und Beschleunigung y besitzt 
ihr Schnittpunkt M auf jedem der Kreise? 
Welche Geschwindigkeit v^ und Beschleuni- 
gung /i besitzt M auf der Geraden OM? 
*444. Zwei Kreise, die einen Punkt O 
gemein haben, drehen sich um diesen nach 
entgegengesetzten Seiten mit den konstanten 
Winkelgeschwindigkeiten Wj und Wg. Mit 
welchen Geschwindigkeiten v^ und Vg be- 
wegt sich der Schnittpunkt M der beiden 
Kreise auf jedem derselben? 
*445. Zwei Gerade drehen sich mit kon- 
stanten Winkelgeschwindigkeiten o) und o)^ um 
die Punkte O und O^. Sie gehen gleichzeitig 
durch die Gerade x. Man ermittle die Diffe- 
rentialgleichung der Bahn ihres Schnittpunktes 
M. Wo schneidet die Bahn die Gerade x? 
*446. Ein Punkt beschreibt einen Kreis unter einer Anziehung, 
die von einem Punkt A des Kreises ausgeht. Die Flächengeschwin- 
digkeit ist — . Man ermittle das Gesetz für die Be- 
schleunigung y der Anziehung und für die Geschwin- 
digkeit V des Punktes M. (Newton, Principia.) 

*447. Ein Punkt beschreibt einen Kreis 
unter dem Einfluß einer Anziehung, die vom 
festen Punkt C im Innern des Kreises aus- 
geht Die Anfangslage ist A, die Anfangs- 
geschwindigkeit Vq ist gegeben. Man be- 
rechne die Geschwindigkeit v an einer be- 
liebigen Stelle M und an der Stelle B. 





200 






Krummlinige Bewegung. 73 

*448. Ein Punkt beschreibt eine Parabel infolge einer 
anziehenden Beschleunigung y, die ihren Sitz im Scheitel 
der Parabel hat. Wie groß ist diese Beschleunigung? 

*449. Ein Punkt beschreibt eine logarithmische Spirale, 
deren Polargleichung r = e*? ist unter einer Anziehung, 
deren Sitz der Pol ist Für den Anfang der Bewegung 
ist r = r^ und die Geschwindigkeit v^. Wie groß ist die . . ^^g 
Beschleunigung der anziehenden Kraft und die Geschwin- 
digkeit an beliebiger Stelle? (Wal ton.) 

*450. Ein Punkt beschreibt eine Lemniskate, deren Polar- 
gleichung r^ = a^cos 2 (p ist, unter einer Anziehung, die von O ausgeht. 

Die Flächengeschwindigkeit ist — . Man 

suche die Beschleunigung der Anziehung 
und die Zeit T, welcKe der Punkt braucht, 
um die Kurve zu durchlaufen. (Wal ton.) 

*451. Ein Punkt beschreibt die Kurve x*-|-y* = a*; das 
Anziehungszentrum liegt im Mittelpunkt Die Flächengeschwindig- 
keit, die Punktgeschwindigkeit v und die Anziehungsbeschleunigung 
y zu suchen, wenn für den Anfang der Bewegung : x = a, y = o, 
V = Vq gegeben sind. (Wal ton.) 

*452. Bei einer Zentralbewegung gilt das Gesetz für die Ge- 

a 
schwindigkeit v = — . Man ermittle den Fahrstrahl r und den Polar- 
winkel (p als Funktionen der Zeit, die Gleichung der Bahn und die 

Beschleunigung der Anziehung. Für den Anfangszustand sei y = o, 

(» 

r=l. Flächengeschwindigkeit = —. (Riccati.) 

dt 

""^SS. Ein Punkt bewegt sich derart um einen Fixpunkt O, 
daß die Beschleunigung y stets senkrecht zu r 
bleibt und der Fahrstrahl r sich mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit w um O dreht Wie lautet 
die Gleichung der Bahn und wie groß ist y? 
Für den Anfang sei r = r^, y = o und Vq J_ r^ 
gegeben. (Walton.) 

*454. Auf einen anfänglich in Ruhe befindlichen Punkt von 
der Masse m wirken zwei konstante Kräfte A und B in den Rich- 
tungen zweier aufeinander senkrechten Geraden. Die Bewegung 
erfolgt in einem Mittel, dessen Widerstand der Geschwindigkeit des 
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Punktes proportional ist Man suche die Gleichung der Bahn, be- 
zogen auf AB und die Geschwindigkeit als Funktion von t. Wie 
wird die Bewegung nach unendlicher Zeit? (Fuhrmann.) 

*4:&&. Ein schwerer Punkt bewegt sich frei in einem Mittel, 
dessen Widerstand eine Verzögerung kdv» hervorruft, worin k eine 
Konstante, d die veränderliche Dichte des Mittels und v die Ge- 
schwindigkeit bedeuten. Die Bahn des Punktes ist ein Kreis 
x^ -|- y^ = r*. Wie groß ist v an jeder Stelle und nach welchem 
Gesetze muß sich die Dichte verändern? (Newton, Principia.) 

*456. Ein schwerer Punkt wird unter dem Winkel a gegen 
die Horizontale und mit der Anfangsgeschwindigkeit Vq schief auf- 
wärts geworfen und erfährt bei seiner Bewegung einen Widerstand 
des umgebenden Mittels, dessen Verzögerung =kv ist. Welche 
Zeit verfließt, bis der Punkt die größte Höhe erreicht hat? 

4. Gezwungene Bewegung. 

*457. Ein Dach, soll so geneigt werden, daß das Regen wasser 

in der kürzesten Zeit abfließt. Wie groß muß 
der Winkel q) gemacht werden, wenn angenom- 
men wird, daß das Wasser seine Bewegung an 
der Spitze des Daches mit der Geschwindigkeit Vq beginnt? 
j ^ 458. Ein schwerer Punkt bewegt sich von 

T 7 A aus auf einer schiefen Ebene AB. Wie muß 

diese durch A gelegt werden, damit die Gerade 
CB in der kürzesten Zeit erreicht werde? 

459. Ein schwerer Punkt bewegt sich 
von A aus auf einer schiefen Ebene AB. Wie 
muß diese durch A gelegt werden, damit der 
Kreis k in der kürzesten Zeit erreicht werde? 

460. Ein schwerer Punkt wird von M^, 
aus auf einer rauhen schiefen Ebene a schief 
aufwärts geschleudert. Wie groß muß seine 
. ^ Anfangsgeschwindigkeit Vq ge- 
macht werden, wenn er, luftleeren 
Raum vorausgesetzt, nach Mj ge- 
langen und auch die zweite schiefe 

rauhe Ebene M^Mg beschreiben soll und mit welcher Geschwindig- 
keit Vg trifft er in Mg ein ? 

461. Von einem Punkt A aus kann ein schwerer Punkt ohne 
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Anfangsgeschwindigkeit auf einer rauhen Ge- 
raden gleiten, deren Beibungswinkel gegeben 
ist. Wenn die Neigung a der Geraden ver- 
ändert wird, auf welcher Kurve Uegen aUe 
Punkte B, die von A aus in gleicher Zeit t 
erreicht werden? 

462. Ein schwerer Punkt gleitet auf 
glatter schiefer Ebene A B = a von A aus 
ohne An&ngsgeschwindigkeit und springt, in 
B angelangt, nach C. In welchem Verhältnis 
müssen a und b stehen? 

*463. Ein Faden AB berührt in A 
einen Kreis; in B befindet sich ein gewicht- ^i 
loser Punkt, der senkrecht zu AB = 1 eine Ge- 
schwindigkeit Vq erhält Wie bewegt sich B, wie groß 
ist seine Geschwindigkeit v an beliebiger Stelle und 
nach welcher Zeit T erreicht der Punkt den Kreis? 

464. Ein schwerer Punkt gleitet ohne Anfangs- 
geschwindigkeit aus der Lage Mq auf beliebiger glatter 
Bahn herab und steigt auf der Innenseite, eines 
Kreises empor. Man wünscht, daß der Punkt 
die Kreisbahn verläßt und bei seiner hierauf 
folgenden freien Bewegung durch den Mittel- 
punkt des Kreises geht. Wie groß muß die 
Fallhöhe h gemacht werden? Bei welchem 
Winkel a wird der Punkt den Kreis verlassen ? 

465. In einem glatten parabolischen Bohr von der Gleichung 
y* == 2 p X wird aus dem Scheitel eine kleine Kugel vom Gewicht 
G mit der Anfangsgeschwindigkeit Vq geworfen. 
Es soll gezeigt werden, daß an jeder Stelle M 
der Bahn das Produkt aus Bahndruck D und 
Krümmungshalbmesser g konstant ist. Wie groß 
ist dieses Produkt? 

*466. Ein schwerer Punkt bewegt sich mit der Anfangs- 
geschwindigkeit Vy eine schiefe Ebene aufwärts, die unter a gegen 
den Horizont geneigt ist, und erfährt den Widerstand der Keibung 
(Beibungsziffer f) und den Widerstand der Luft. Die Verzögerung 
durch letzteren sei av*, wo a eine Konstante ist Nach welcher 
Zeit T kommt der Punkt zur Buhe? Welchen Weg L hat er bis 
dahin zurückgelegt? 
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*'467. Ein Punkt bewegt sich auf der Innenseite eines Halb- 
kreises und wird hierbei von O aus mit einer 
Kraft abgestoßen, deren Beschleunigung y = k^ r 
ist. Der Punkt beginnt seine Bewegung nahe an O 
ohne Anfangsgeschwindigkeit. Wie groß ist die 
Geschwindigkeit v und der Bahndruck D an 
jeder Stelle der Bahn? (Walton.) 

*468. Zwei Punkte A und B, die sich nur auf den Geraden 
X und y bewegen können, ziehen sich an mit 

einer Kraft, deren Beschleunigung y = — ist. 

Nach welcher Zeit treffen sie in O zusammen, wenn 
sie anfänglich in Ruhe sind und die Entfernung 
r^ voneinander haben? 

*469. Auf einer Lemniskate von der Gleichung 
r^ = 2 a^ sin 2 q) gleitet von O ein schwerer Punkt ohne 
Anfangsgeschwindigkeit abwärts. Berechne die Fallzeit 
von O bis M als Funktion von (p. Vergleiche sie mit 
der Fallzeit auf der Geraden OM. (Saladini.) 
470. Die Ebene eines Kreises ist unter dem Winkel a gegen 
die Horizontalebene geneigt ; X sei sein horizontaler Durchmesser 2 r. 
Von einem Punkt A desselben fällt ein schwerer Punkt ohne An- 
fangsgeschwindigkeit auf einer Geraden s nach dem Umfang des 
Kreises. In welcher Beziehung steht die Fallzeit t zum Weg s? 
Welchen Winkel q)^ schließt s^ mit X ein, wenn die Fallzeit am 
kürzesten ist und wie groß ist dann s^ und tnün^ 

*471. Ein schwerer Punkt wird ohne 
Anfangsgeschwindigkeit bei A in eine rauhe 
Halbkugel fallen gelassen. Mit welcher 
Geschwindigkeit v^ durchläuft er ihre 
tiefste Stelle B? 
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ni. Geometrie der Bewegung. 

1. Einfache Bewegungen des Körpers. 

472. Eine Lokomotive besitze 15m Geschwindigkeit in der 
Sekunde. Auf eine Strecke von 34 m werde Gegendampf gegeben, 
worauf die Geschwindigkeit auf 5 m gesunken ist. Wie lange wurde 
Gegendampf gegeben ? Wie groß war die durch ihn hervorgerufene 
Verzögerung y? Wie sieht das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm aus? 

473. Welche Geschwindigkeit besaß ein Wagen, der unter 
Voraussetzung einer Verzögerung von 0,3 m/s^ noch 12 m weiter 
rollt ? Wie viel Zeit vergeht, bis der Wagen zur Ruhe kommt ? 
Wie sieht das Weg-Zeit-Diagramm aus? 

474. Eine Lokomotive soll einem Zug von 80''' Gewicht 
binnen einer Minute eine Geschwindigkeit von 12 m/s erteilen. Der 

Widerstand der Zuges ist — — seines Gewichtes. Welche Kraft muß 

die Lokomotive im Durchschnitt ausüben ? 

475. M sei ein Punkt eines um eine Achse rotierenden Körpers, 
r sein Abstand von der Achse, y seine Beschleunigung, d der Winkel 
zwischen r und y. Zwischen welchen Grenzen kann der Wert von d liegen ? 

476. Ein sich gleichförmig drehender Körper macht 9500 Um- 
drehungen in der Stunde. Welche Winkelgeschwindigkeit besitzt er? 

477. Ein Körper, der anfangs in Ruhe ist, erhält eine kon- 
stante Winkelbeschleunigung A = a um eine Achse. Man soll den 
Winkel d, den der Radius eines beliebigen Körperpunktes mit dessen 
Beschleunigung einschließt, als Funktion der Zeit darstellen. Nach 
welcher Zeit t^ wird 5 = 45®? 

478. Eine Schraubenbewegung von gleichbleibendem Steigungs- 
winkel o erhält eine Winkelbeschleunigung L Welche Beschleuni- 
gung y erhält ein Punkt des Körpers, der von der Achse den Ab- 
stand r hat, in Richtung der Achse? 

479. Zwei Körper werden mit gleicher Winkelgeschwindigkeit 
(i) um dieselbe Achse geschraubt. Die Steigungswinkel der beiden 
Schrauben im Abstand r von der Achse seien a und a^. In welchem 
Abstand x befinden sich zwei Punkte dieser beiden Körper nach 
der Zeit t, wenn sie zu Beginn der Bewegung an der gleichen Stelle 
lagen, r von der Achse entfernt? 
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-r 480. Ein Körper macht eine Schraubenbewe- 

*^^ gung um die Achse A. In welcher Beziehung 

müssen die Abstände r und r^ zweier Körper- 
punkte M und M^, die auf demselben Radius 
liegen, stehen, wenn die Bewegungsrichtungen beider 
Punkte aufeinander senkrecht sind? 

^-ASl, Ein Körper, der sich um eine Achse 
dreht und anfangs die Winkelgeschwindigkeit coq besitzt, soll so 
beschleunigt werden, daß die Beschleunigung y jedes Punktes während 
der Bewegung einen unveränderlichen Winkel d mit dem Radius 
einschließt, und zwar sei tang d = a. Man soll die Winkelbeschleuni- 
gung X als Funktion der Zeit darstellen. 




2. Gleichzeitige Bewegungen« 

482. Auf einer um A drehbaren Scheibe I ist eine zweite 
Scheibe II in B drehbar gelagert und auf dieser eine dritte Scheibe 

III in C ebenfalls drehbar gelagert Welche re- 
sultierende Bewegung macht die Scheibe III im 
nächsten Augenblick, wenn sich alle drei Scheiben 
um ihre Drehpunkte A, B, C mit gleichen und 
gleichgerichteten Winkelgeschwindigkeiten drehen? 
Wo liegen jene Punkte von III, welche sich im 

nächsten Augenblick senkrecht zu den Bewegungen der darunter 

liegenden Punkte der Scheibe I bewegen ? 

483. Ein Körper hat gleichzeitig sechs Winkelgeschwindig- 
keiten um parallele Achsen; fünf davon sind 
gegeben : -|" *^> — Wi, -f- co, — Wi, + cd, sie 
drehen um die Kanten eines regelmäßigen sechs- 
eckigen Prismas ; die sechste y soll um die Achse 
drehen. Wie groß muß y sein, damit die re- 
sultierende aus allen sechs Drehungen um die 
Kante O stattfindet? Wie groß ist diese resul- 
tierende Winkelgeschwindigkeit x um O? 

484. Auf einer Scheibe, welche sich 
um O mit der Winkelgeschwindigkeit w 
dreht, ist eine zweite kleinere gelagert, welche 
sich um ihren Mittelpunkt O^ mit der 
Winkelgeschwindigkeit w^ dreht Es sollen 
jene Punkte auf dem Umfang der kleinen 
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Scheibe bestimmt werden, welche sich in diesem Augenblick par- 
allel zu O Ol bewegen. Mit welcher Geschwindigkeit v erfolgt diese 
Bewegung ? 

485. Eine Winkelgeschwindigkeit um die Achse 
O soll in drei Winkelgeschwindigkeiten w^, Wg, Wg 
um parallele Achsen A, B, C zerlegt werden. Gre- 
geben sind die Entfernungen OA = m, OB = n, 
OC==p und die Winkel BOC = a, COA = /?, 
AOB = y. Wie groß sind cüp cOg iind W3? 

486. Ein Körper erhält gleichzeitig drei Winkelgeschwindig- 
keiten Wi , 0)2 = 2 (Ol, cüg =;= 3 coj um drei zueinander senkrechte 
Achsen, die sich in einem Punkt treffen. Welches ist die wirkliche 
Bewegung des Körpers? 

487« Man suche die resultierende Be- 
wegung von drei gleichzeitig stattfindenden 
Drehungen; zwei von diesen Winkelgeschwin- 
digkeiten CO sind gleich groß und haben 
entgegengesetzten Drehungssinn, ihre Achsen 
sind um a entfernt; die dritte (o^ schneidet 
beide unter beliebigem Winkel q>. 

488. Ein Körper dreht sich gleichzeitig um drei Achsen, welche 
die gezeichnete Lage haben und sich schneiden. 

Gegeben ist die Entfernung a, die Winkel und die 
Winkelgeschwindigkeit Wg« Wie groß müssen die 
beiden anderen w^ und cog gemacht werden, damit 
die resultierende Bewegung des Körpers eine Trans- 
lation ist ? Wie groß ist deren Geschwindigkeit ir 
und wie ist sie gerichtet? 

489. Welche Veränderung geschieht mit der 
Schraubenbewegung ir, 01 eines Körpers, wenn eine 
Translationsgeschwindigkeit r^ unter beliebigem Winkel 
q> hinzutritt? 

490« Ein Würfel macht gleichzeitig um sechs 
seiner Kanten sechs gleiche Sohraubenbewegungen 
r, u) in der nebengezeichneten Weise. Welches 
ist seine resultierende Bewegung? 

491. Ein Körper besitzt eine Schrauben- 
bewegung r, w. Dieselbe soll in zwei andere ^' y^ — 
Bewegungen zerlegt werden, von denen die eine 
gegeben ist; sie ist eine Schraubenbewegung rp Aufg. 490. 
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cüi, deren Achse die gegebene Achse unter 60^ in 

3 1 

^ v^^ ^ schneidet, und zwar ist r^ = — r, w^ = — o). 

-^ 2 3 

Man suche die andere Teilbewegung. 

492. Ein' Körper besitzt gleichzeitig zwei 
Schraubenbewegungen um zwei sich unter dem Winkel a 
schneidende Achsen Aj, Ag, und zwar ist t^ = 2 Tg, 
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Ag iwj ^ 
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Man suche die resultierende Bewegung. 
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3. Ebene Bewegung. 

*493. Ein rechter Winkel XMY wird so bewegt, daß sein 

Scheitel M mittelst der Kurbel OM = r in 
einem Kreis geführt wird, während die 
Schenkel X und Y stets durch zwei feste 
Punkte A und B hindurchgehen. Wenn die 
Geschwindigkeit des Punktes M konstant gleich 
c ist, zu berechnen: die Winkelgeschwindig- 
keit von X und Y um A und B; die Geschwindigkeiten va, vb, mit 
denen die Geraden X, Y durch A, B gleiten. 

494. Um einen Punkt A dreht sich eine 
Gerade g. Welche Kurve umhüllen die Bewegungs- 
richtungen aller Punkte yon g? 

495. Auf einer Geraden rollt ein Kreis vom 
Halbmesser a; sein Mittelpunkt besitzt die Geschwin- 
digkeit c. Man ermittle die Geschwindigkeitsrichtung 
eines beliebigen Kreispunktes M und die Größe der 
Geschwindigkeit als Funktion von qp. 

496. In einem Kreis vom Halb- 
messer R wird durch eine Kurbel k ein 
kleiner Kreis herumgeführt, der sich auf 
dem großen Kreis abwälzt. Die Winkel- 
geschwindigkeit w der Kurbel sei gegeben. 
Man soll auf dem kleinen Kreis jenen 
Punkt M finden, dessen Geschwindigkeit v durch A geht und die- 
selbe berechnen ( A O _L O B). 

497. Ein aus vier Stäben gelenkig zusammengesetztes Kurbel- 
viereck AB CD drecht sich um B und C, welche Punkte fest sind. 





Ebene Bewegung. 



81 






A besitzt gegenwärtig eine Geschwindigkeit v, 
welche die Richtung von CB hat. Man soll 
einen Punkt E durch zwei Stäbe x und y derart 
mit D und A verbinden, daß die Geschwindig- 
keit von E ebenso groß wie v, aber senkrecht 
zu CB gerichtet ist. Wie lang müssen 
X und y gemacht werden? Vorausgesetzt ist: 
AB=^CD = a, BC=AD = b. 

498. Eine Kurbel AD dreht sich mit der Winkelgeschwindig- 
keit (0 um D, eine andere BC um C. 
Man ermittle jenen Punkt M der Koppel 
AB, dessen Bewegungsrichtung in AB 
hineinfällt und rechne die Geschwindig- 
keit dieses Punktes. 

499. Von einem starren Dreieck ABC 
werden die Ecken A und B durch Kurbeln 
geführt, die in D und E gelagert sind. Ge- 
geben ist die Winkelgeschwindigkeit ci> der 
Kurbel AD. Man zeichne die Richtung der 
Geschwindigkeit v des Punktes C und er- 
mittle ihre Größe. 

*500« Ein Stab AB (Lenker) bewegt sich derart, daß sich 
A um O mit konstanter Geschwindigkeit c dreht, während B eine 
durch O gehende Gerade be- 
schreibt. Zu berechnen die Ge- 
schwindigkeit V und die Beschleu- 
nigung y des Punktes B als 
Funktionen des Kurbelwinkels q) 
und des Lenkerwinkels tp (Schubkurbel-Getriebe). 

501. Ein gelenkiges Kurbel -Viereck AB CD, 
worin AB= CD = a, DA = BC = bund b>a 
vorausgesetzt ist, wird bewegt, indem DC fest- 
gehalten, A gedreht wird. Man bestimme die Roll- 
kurven des Stabes AB. 

502. In voriger Aufgabe sei<^ADC=600 
und V die bekannte Geschwindigkeit von A. 
Man berechne die Geschwindigkeit v^ von B. 

503# Ein gelenkiges Kurbel- Viereck 
ABCD, worin AB = CD==:a, DA = 
BC = b und b<<[a vorausgesetzt ist, 

Wittenb aller, Aufgaben. 
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wird bewegt, indem DC festgehalten, A gedreht wird. Man be- 
stimme die Rollkurven des Stabes AB. 

*504. Ein Stab AG bewegt sich derart, daß der Punkt A 
mit konstanter Geschwindigkeit c einen Kreis um O beschreibt, 

während die Gerade G stets durch 
einen festen Punkt B hindurchgeht 
(Schubschwinge.) Wie groß ist die 
Winkelgeschwindigkeit ta der Gera- 
den G um B? Für welche Stel- 
lungen q) der Kurbel ist cti am größten und kleinsten ? Mit welcher 
Geschwindigkeit v gleitet die Gerade G durch den Punkt B? 

^^ *505« Eine Stange AB bewegt sich der- 

art, daß sie einen Kreis vom Halbmesser r fort- 
während berührt und ihr Endpunkt A in der 
Geraden durch O bleibt. Wie groß ist die 
Winkelgeschwindigkeit (o der Stange, wenn die 
Geschwindigkeit v von A gegeben ist? 

506. Ein starrer Winkel XMY = y be- 
wegt sich in seiner Ebene derart, daß seine 
Schenkel X, Y stets durch zwei feste Punkte 
A, B hindurchgehen. Man suche die Roll- 
kurven dieser Bewegung. 

507« Eine Gerade AG bewegt 
sich derart, daß der Punkt A stets auf 
einer festen Geraden X bleibt, während 
die Gerade G stets durch einen festen 
Punkt B geht. Man suche die Glei- 
chungen der beiden Rollkurven und 
die Gleichung der Bahn eines Punktes 

C der Geraden G, der von 
A um c entfernt ist. 

508. Ein rechter 

Winkel AMG bewegt sich 

derart, daß der Punkt A 

des einen Schenkels stets 

auf einer festen Geraden 

X bleibt, während der andere Schenkel G stets durch einen festen 

Punkt B * geht. Man suche die beiden Rollkurven des Systems 

AMG sowie die Gleichung der Bahn des Punktes M. (AM = CB = a.) 

509. Eine Gerade AB schleift mit dem Endpunkt A auf 
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einer Geraden, mit dem End- 
punkt B auf einem Kreis, den 
die Gerade berührt. Es ist AB 
gleich dem Durchmesser des 
Kreises 2 r. Man suche die 
Polar- Gleichungen der beiden 
Bollkurven in bezug auf die 
Achse CX bezw. BX^ für die 
feste bezw, bewegliche Kollkurve. 

510. Von einer gleichschenkligen Dop- 
pelkurbel AB CD wird der Stab AD = a 
festgehalten. Man suche die Bollkurven der 
ebenen Bewegung des Stabes BC = c und 
zwar die Polargleichung der festen Rollkurve 
in bezug auf die Achse AD und die Polar- 
gleichung der beweglichen Rollkurve in bezug 
auf die Achse BC. 

""Sil. Bei der gleichschenkligen Doppel- 
kurbel (siehe vorige Aufgabe) seien die Jj 
Winkelgeschwindigkeiten der beiden Kurbeln 
AB und DC m^ und Wc. Wie groß ist ihr Verhältnis in dem Augen- 
blick, wenn alle vier Punkte A, B, C, D in eine Gerade fallen? 

512. Eine Gerade g bewegt sich derart, daß sie 
stets durch den Brennpunkt F einer Parabel gleitet und 
ein Punkt A der Geraden auf der Parabel verbleibt. 
Man suche die Polargleichungen der beiden Rollkurven, 
und zwar der festen in bezug auf den Pol F und die 
Polarachse x, der beweglichen in bezug auf den Pol A 
und die Polarachse g. (Halbparameter der Parabel = p.) 

513. Ein rechter Winkel bewegt sich 
derart, daß ein Schenkel KT desselben auf 
dem Kreis vom Halbmesser A C = R 
schleift, während ein Punkt M des andern 
Schenkels auf dem Kreis vom Halbmesser 
BD = r bleibt. Die Kreise berühren sich ; 
außerdem ist KM = AB = 2 b = 2 (R — r). 
Man suche die Polargleichungen der beiden 
Rollkurven, und zwar der festen in bezug 
auf den Pol C und die Polarachse CA, 
der beweglichen in bezug auf den Pol 
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M und die Polarachse MK. Wenn anfangs K in A ist, wo liegt 

der Drehpol O? 

514. Bei dem Kurbelantrieb für Kolbenpumpen von C. P. Holst 

findet sich folgendes Getriebe: Der Kolben K ist durch die Kolben- 
stange KE, welche ge- 
rade gefiihrt wird, ferner 
durch die Lenkerstange 
ED und ein starres Drei- 
eck BCD mit der Kurbel 
BA gelenkig verbunden. 
Der Punkt C dreht sich 

um den Fixpunkt F. Gegeben ist die Geschwindigkeit des Punktes B. 

Zu rechnen oder zu konstruieren die Translationsgeschwindigkeit des 

Kolbens. 





4. Räumliche Bewegung, 

515. Ein Würfel bewegt sich derart, daß drei Punkte A, B, C 
Q 2? desselben in die neuen Lagen A^, B^, C^ kommen, 



welche wieder Ecken des Würfels sind. Durch 
welche einfa<;hste Bewegung kann das erreicht 
werden ? 

516. Ein Quadrat bewegt sich derart, 
daß drei seiner Ecken die Anfangslagen ABC, 
die Endlagen A^, B^, C^ haben. Durch welche ein- 
fachste Bewegung wird das erreicht? 

517. Ein gleichseitiges Dreieck ABC bewegt 
sich in die neue Lage A^B^C^ Durch welche ein- 
fachste Bewegung kann das erzielt werden, wenn die 
sechs Punkte ein regelmäßiges Sechseck bilden? 
518« Ein Würfel bewegt sich derart, daß drei 

seiner Ecken, die anfänglich 
in A, B, C waren, nach A^ 
B^, C^ kommen. Man suche 

die einfachste Bewegung, 
welche das erreicht. 

519. Ein Körper bewegt 
sich derart, daß eine seiner 
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Geraden g^ stets in der Ebene YZ, eine andere g2 stets in der 
Ebene YX bleibt. Die beiden Geraden schneiden sich in dem festen 
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Punkt O und schließen einen Winkel d miteinander ein. Man be- 
stimme die feste Rollfläche des Körpers in bezug auf XYZ. 

520. Eine Ebene 

bewegt sich derart, daß ' ^ 

eine ihrer Geraden g stets 
in der Ebene YZ bleibt, 
während die Ebene selbst 
stets durch die feste Ge- 
rade G geht; die Rich- 
tungskonstanten der letz- 
teren sind a, b, c. Ermittle die feste Rollfläche der Bewegung in 
bezug auf XYZ. 

521« Ein regelmäßiger Tetraeder von der 
Kantenlänge s bewegt sich derart, daß drei seiner 
Ecken die Anfangslagen A, B, C, die Endlagen 
A^ B^ C^ haben. Zu suchen jene Schrauben- 
bewegung (Lage der Achse, Translation und Dre- 
hung), welche den Tetraeder aus seiner Anfangs- 
lage in die Endlage bringt. 




C^ß^ 



c 



5. Relative Bewegung. 

522. Auf einer schiefen Ebene A B gleitet ein schwerer Punkt 
von A aus ohne Anfangsgeschwindigkeit abwärts. 
Die schiefe Ebene bewegt sich gleichzeitig mit ' 
konstanter Geschwindigkeit c horizontal. Welches 
ist die absolute Bahn des Punktes und mit welcher , 
absoluten Geschwindigkeit erreicht er die Verlänge- 
rung der Horizontalen CB? Unter welchem Winkel geschieht dies? 

623. Auf einer schiefen rauhen Ebene A B gleitet ein schwerer 
Punkt von A aus ohne Anfangsgeschwindigkeit abwärts (s. frühere Fig.). 
Die schiefe Ebene bewegt sich gleichzeitig mit der konstanten Be- 
schleunigung b ohne Anfangsgeschwindigkeit horizontal. Welches ist 
die absolute Bewegung des Punktes ? Mit welcher 
Geschwindigkeit erreicht er die Horizontale C B ? 

524. Ein Punkt M bewegt sich mit kon- 
stanter Geschwindigkeit c im Kreis. Hinter dem 
Kreis wird eine Ebene mit konstanter Ge- 
schwindigkeit a vorbeigezogen. Welche Bahn 
beschreibt der Punkt M in bezug auf diese Ebene? 
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'''525* Ein Punkt M bewegt sich im Kreis mit konstanter 
Geschwindigkeit c. Mq ist seine Anfangslage. Hinter dem Kreis 

wird eine Ebene mit konstanter Beschleuni- 
gung b ohne Anfangsgeschwindigkeit vorbeige- 
zogen. Man berechne bezüglich des Achsen- 
kreuzes XY: die Komponenten der relativen 
Geschwindigkeit und Beschleunigung Vr und y^ , 
sowie die Gleichung der relativen Bahn des 
Punktes M in bezug auf die beschleunigte Ebene. 
*526. Ein gerades Rohr von der Länge a dreht sich in hori- 
zontaler Ebene mit der Winkelgeschwindigkeit w um seinen End- 
punkt. In der Mitte des Rohres befindet sich 
^ C } Af ^ 6106 kleine Kugel anfangs in Ruhe. Welches 

ist die Gleichung der absoluten Bahn des 
Punktes (in Polarkoordinaten bezüglich O)? Mit welcher relativen 
und mit welcher absoluten Geschwindigkeit tritt der Punkt aus dem 
Rohr? (Joh. BernouUi.) 

*527. In einer horizontalen Ebene rotiert 
eine enge kreisförmige Röhre vom Halbmesser r 
um O mit der Winkelgeschwindigkeit ct). In 
\j^ dieser Röhre befindet sich eine kleine glatte 
Kugel; sie ist anfangs in Mq in Ruhe. Welche 
relative und welche absolute Geschwindigkeit 
besitzt diese Kugel, wenn sie nach M^ gekommen 
ist ? Welchen Horizontaldruck übt sie an dieser Stelle auf das Rohr 
aus? (Nach Wal ton.) 

*528. Eine enge Röhre, welche die Form einer logarithmischen 

Spirale r = ae™'5P hat, dreht sich in horizontaler 
Ebene um den Mittelpunkt O mit der Winkel- 
geschwindigkeit w. In der Röhre befindet sich 
eine kleine glatte Kugel von der Masse M ; sie ist 
anfangs in A in Ruhe, O A = a. Welche relative 
Geschwindigkeit gegen die Röhre wird die Kugel annehmen und 
welchen Druck wird sie auf die Röhre ausüben ? 

529. Eine Tafel fällt mit der Beschleunigung der Schwere 
vertikal herab. Ein schweres Stück Kreide M wird 
mit der Geschwindigkeit c horizontal geschleudert 
und schreibt seine relative Bahn auf der Tafel an. 
Wie sieht diese Bahn aus? 

530. Über eine Scheibe, die um ihre Achse mit der Winkel- 
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geschwindigkeit o) rotiert, wird ein ebenes Blatt mit der Geschwindig- 
keit r geradlinig hinweggezogen. Wie sind die 
Bollkurven der relativen Bewegung von Blatt 
und Scheibe beschaffen? 

631. Über eine Scheibe/ die um ihre 
Achse mit der Winkelgeschwindigkeit u) rotiert 
(s. frühere Fig. ) wird ein ebenes Blatt mit der Geschwindigkeit z 
geradlinig hinweggezogen. Es läßt sich zeigen, daß die relative Be- 
schleunigung Yr jedes beliebigen Punktes M des Blattes in bezug 
auf die Scheibe durch einen festen Punkt O hindurchgeht Wo 
liegt dieser Punkt und in welcher Beziehung steht y, zur Entfer- 
nung MO? 

682. Zwei ebene Scheiben, deren 
Mittelpunkte 0| und O2 die Entfer- 
nung 2 a voneinander haben, drehen 
sich mit den Winkelgeschwindigkeiten 
ci>i und 0)^ = — 2 coi dicht übereinan- 
der. Man berechne Größe und Richtung 
der relativen Geschwindigkeit Vr und 
der relativen Beschleunigung y^ des 
Randpunktes A der Scheibe II in bezug auf die Scheibe I. 

*&9Z. Eine Gerade g, die anfangs horizontal ist, wird mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit um den 
Punkt O in der Vertikalebene gedreht Auf 
ihr gleitet ein schwerer Punkt M abwärts, 
der anfangs in O ruht Man suche die Polar- 
gleichung der absoluten Bahn des Punktes 
in bezug auf die Achse Og^, die relative 
Geschwindigkeit Vr des Punktes auf der Geraden und seinen Druck 
D auf dieselbe. 

*534. In einer vertikalen Ebene YOX, welche sich um die 
vertikale Achse OX mit konstanter Winkelgeschwindigkeit u) dreht, 
wird von O aus ein schwerer Punkt horizontal ge- 
worfen. Welche relative Bahn zeichnet der Punkt 
in der Ebene? Welches ist die Projektion seiner 
absoluten Bahn auf die Horizontalebene? Wie 
groß ist die relative und ^ie absolute Geschwindig- 
keit an beliebiger Stelle? Wie groß ist der Druck 
der Ebene auf den Punkt? 

635. Ein Würfel von der Kante a besitzt um eine seiner 
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Kanten eine Schraubenbewegung lo^ t, während 
ein fremder Punkt die Gerade AB im Raum 
mit der absoluten Geschwindigkeit v beschreibt 
Wenn dieser Punkt sich eben in B befindet, 
welche Geschwindigkeit Vr und welche Beschleu- 
nigung /r besitzt er in bezug auf den Würfel ? 
(Suche die Komponenten beider nach XYZ.) 
536. Ein Körper besitzt um die Achse A eine Drehung mit der 
Winkelgeschwindigkeit w^, ein anderer Körper um 
die Achse B eine Schraubenbewegung 0)2» ^2* ^^^ 
suche die augenblickliche relative Bewegung des 
zweiten Körpers in bezug auf den ersten. Die 
Achsen A und B stehen senkrecht aufeinander. 



vy 
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IV, Dynamik. 

1. Arbeit und Leistung. 

537. In einer Getreidemühle dreht sich der Läufer zum Zer- 
mahlen des Getreides mit 100 Umdrehungen in der Minute; er hat 
1 m Durchmesser und soll 2 P. S. Leistung ausüben. Welche Kraft 
muß am Umfang des Steines wirken ? 

538. In einem Bach stürzen in der Sekunde 9 Raummeter 
durch eine Höhe von 2,5 m herab. Wieviele P. S. kann das Wasser 
durch diesen Fall leisten? 

539. Eine Dampfmaschine von 26 P. S. betreibt eine Pumpe, 
welche bei ununterbrochener Arbeit in der Woche 19,656 Millionen 
Kilogramm auf 36 m hebt. Wie groß ist der Wirkungsgrad der 
Maschinenanlage ? 

540. Eine Mühle bedarf 1 P. S. zum Betrieb. Das Wasser 
ihres Mühlganges fällt durch 4 m auf ein Kad; letzteres hat einen 
Wirkungsgrad von 50 v. H. Wieviel Raummeter muß der Mühl- 
gang in der Sekunde dem Bad zuführen, damit die gewünschte 
Leistung erzielt wird? 

541. Eine Feuerspritze soll in der Sekunde 10 1 Wasser auf 
eine Höhe von 27 m werfen. Sie werde von 20 Mann bedient. 
Die Nebenhindernisse verzehren ein Drittel der absoluten Leistung. 
Welche Arbeit hat ein Mann in der Sekunde zu verrichten ? 

542. Zwei Maschinen fördern in der Minute 5 940 1 Wasser 
auf eine Höhe von 25 m. Die eine Maschine leistet 15 P. S. bei 
einem Wirkungsgrad von 0,8; die andere leistet doppelt so viel. 
Wie groß ist ihr Wirkungsgrad? 

543. Welchen Widerstand findet ein Dampfschiff, dessen 
Maschine 6000 P. S. leistet, wenn es in der Stunde 12^/2 Knoten 
(zu 1850 m) zurücklegt? 

544. Es soll eine Fabrik an einem Fluss angelegt werden; 
durch Legung eines Mühlganges kann ein Gefälle von 1,8 m erzielt 
werden. Die Fabrik bedarf 45 P. S. und soll mit einem Bad ver- 
sehen werden, welches 60 v, H. Nutzleistung liefert. Wieviel Wasser 
ist in der Sekunde aus dem Fluss in den Kanal zu leiten? 

545. Ein Wasserlauf, der in der Stunde 144 hl konstant liefert, 
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wird zu einem Motor geführt und erhält dort 3 m Gefälle. Der 
Motor, welcher einen Wirkungsgrad von 0,75 hat, soll nur eine Stunde 
täglich arbeiten; während der übrigen Zeit wird das Wasser gesammelt, 
um während jener Stunde verwendet zu werden. Welche Leistung 
ist vom Motor zu erwarten? 

546* Ein Automobil von 800^ Gewicht samt Belastung legt 
in drei Stunden 30 km Straße mit 40 m Steigung zurück. Die 

Widerstandsziffer der Straße ist — -. Auf die Widerstände der Ma- 

50 

schine entfallen 40 v. H. der Maschinenleistung. Wie groß ist diese 

in P.S.? 

547» Ein Motorwagen, der nach Abzug der Maschinenwider- 
stände 4 P. S. Leistung besitzt, läuft mit 5 m/s eine Straße hinauf, 
die unter 5® geneigt ist. Das Gewicht des Wagens beträgt 600^. 
Welche Widerstandsziffer wird die Straße haben? 

548. Eine Maschine von 4 P. S. mit 0,8 Wirkungsgrad zieht 
eine Last von 80 Tonnen eine unter 10** geneigte schiefe Ebene 

1 



hinan. Die Widerstandsziffer derselben sei 
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werden vergehen, bis die Last um 5 m höher steht als ihre Anfangslage ? 
549« Eine Dampfmaschine von 1 P. S. betreibt eine Pumpe, 
welche während 12 Stunden 8640 hl Wasser auf eine Höhe von 
30 m hebt. Welche Leistung geht für die Widerstände in der Pumpe 
verloren? Wie groß ist der Wirkungsgrad? 

550. Der Dampf in einem 

, / Dampfzylinder hat 5 at Überdruck 

P B 'L ^^ ^ ^^"^^■''^N^ (1 at = 1 K. p. cm2j. Der Kolben 

li M JT "^ besitzt 20 cm Durchmesser und 40 cm 

Hub, die Kurbel macht 100 Umdre- 
hungen in der Minute. Welche 
Leistung hat die Maschine? 
551. Eine Dampfma- 
schine wird benützt, um eine 
Last zu heben. Dies soll mit 
einer Geschwindigkeit v = 
0,215 m/s geschehen. Zu 
berechnen: die Umdrehungs- 
zahlen n und n^ der Kurbel 
und der Trommel in der Minute; die Gesamtleistung N der Dampf- 
maschine; die Last Q. 




d = 30 cm ; Dampfspan- 
nung hinter dem Kolben : 
5 at; vor dem Kolben: 
1 at; Wirkungsgrad der 
Maschine : fjz=z 0,7. 
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552. Bei einem Bahnbau ist innerhalb eines Tages ein Ein- 
schnitt herzustellen, der einen Erdaushub von 600 m^ erfor- 
dert; die Erde muß auf Wägen geworfen werden, deren Kand im 
Mittel 2 m höher liegt als der Stand der Arbeiter. Wieviel Arbeiter 
müssen (außer jenen zur Auflockerung des Bodens) zur Verladung 
der Erde angestellt werden, wenn angenommen wird, daß jeder 
Arbeiter durchschnittlich 2 mkg in der Sekunde leistet, die Arbeitszeit 
10 Stunden beträgt und die Erde ein Einheitsgewicht von 1,5 besitzt? 

553. Ein Motor von 80 P. S. soll zur Hebung einer Last 
benützt werden; die Fördergeschwindigkeit soll 1 m in der Minute 
betragen. Welche Last wird gehoben werden können, wenn der 
Wirkungsgrad der Maschine 0,8 ist? 

554. Ein Teich von 5000 m^ Inhalt soll mit einer Pumpe 
ausgeschöpft werden, die den Wirkungsgrad von 0,8 besitzt; sie 
wird von einem zweipferdigen Motor betrieben. Das Wasser muß 
auf 3 m Höhe gefördert werden. Nach welcher Zeit ist der Teich leer? 

555. An dem Gröpel in Aufgabe 353 arbeiten vier Mann. 
Sie haben eine Last Q = 400^ in 50 Sekunden 3 m hoch zu heben. 
Abmessungen und Beibungsziffern seien dieselben wie dort. Man 
berechne: a) die Umdrehungszahl n des Göpels; b) die Leistung, 
welche auf den Mann entfällt, wenn Seilsteifheit und Zapfenreibung 
an der Welle und an der Bolle berücksichtigt werden. 

556. Ein Bad vom Halbmesser B =a 0,8 m, an dessem Um- 
fang berührend der Widerstand Q = 20^ wirkt, wird durch eine 
Kurbel bewegt, deren Länge r = 20 cm ist; die 
Triebkraft P an der Kurbel wirkt fortwährend hori- 
zontal. Der Zapfenhalbmesser des Bades ist q = 
4 cm, der ganze Zapfendruck D = 80^, die Bei- 
bungsziffer fj = 0,08. Welche konstante Kraft P 
ist notwendig, wenn der Bewegungszustand nach 
jeder Umdrehung derselbe sein soll, und wie groß ist der Wirkungsgrad ? 

557. Eine Last Q = 250*^ soll mit Hilfe einer flach- 
gängigen Schraube um 80 cm gehoben werden ; gegeben sind : der 
Spindelhalbmesser r = 3 cm, der Arm der Triebkraft B = 30 cm, 
die Ganghöhe der Schraube h = 0,988 cm, die Beibungsziffer f = 
0,06. Welche Kraft P ist zum Heben der Last nötig? Welche 
Arbeiten werden von Kraft, Last und Beibung geleistet? Wie groß 
ist der Wirkungsgrad? 

558. Eine Biemenscheibe von r = 0,5 m Halbmesser macht 
n = 40 Umdrehungen in der Minute; die größte Spannung S^ des 
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Riemens darf 125^ betragen, a) Welche Kraft P kann durcü den 
Kiemen höchstens übertragen werden ? (Reibungsziffer f = 0,28, um- 
spannter Bogen a = ft); b) wieviel Pferdestärken können höchstens 
übertragen werden ? ; c) wieviel Leistung geht durch die Zapfenreibung 
verloren, wenn der Zapfen halbmesser Q = b cm, die Zapfenreibungs- 
ziffer fj = 0,1 und der Zapfendruck D = 2 Sj angenommen werden ? 

559. Eine schmiedeiserne Welle habe 0,2 m Durchmesser, 
200 m Länge und mache 30 Umdrehungen in der Minute. Die 
Reibung in den Lagern betrage 0,05* vom Gewicht der Welle. 
Welche Leistung nimmt die Reibung in Anspruch? (Einheitsgewicht 
des Eisens: 7,8.) 

560. Zum Polieren eines Mosaikbodens werde ein Polierst«in 
von 40^ Gewicht durch einen Arbeiter zehnmal in der Minute hin 
und her geschoben, jedesmal um 1,2 m hin und ebensoviel zurück. 
Die Reibungsziffer zwischen Boden und Stein beträgt 0,3. Welche 
Leistung verrichtet der Arbeiter? 

561. Aus einem Mühlgang, der in der Sekunde 400 1 Wasser 
führt, stürzt das Wasser 3 m hoch herab. Die Leistung des Wassers 
wird von einem Rad aufgefangen, das 4000^ wiegt und 15 Um- 
drehungen in der Minute macht. Der Zapfen, in dem das Rad 
gelagert ist, hat 24 cm Durchmesser. Die Zapfenreibung verzehrt 
3 V. H. der Leistung des Wassers. Wie groß ist die Reibungsziffer 
des Zapfens? 

562. Ein Rammklotz von 300^ Gewicht zum 
Einschlagen von Pfählen soll jede Minute 8 m hoch 
gehoben werden. Jeder Arbeiter hebt an einem 
Seil Sj. Der Arbeits Verlust infolge der Wider- 
stände der Rolle R beträgt 10 v. H. Wieviel Ar- 
beiter sind nötig, wenn die Leistung eines Mannes 
8 mkg in der Sekunde ist ? 

563* Ein in C aufgestelltes Lokomobil von 
N = 20 P. S. zieht drei Waggons zu je 4000 ^ 
längs einer Eisenbahn ABC gleichförmig hinauf. Gegeben sind: 

Si = 100 m, Sg = 300 m, 
ai = 30^ a2 = 150, Wi- 
derstandsziffer der Wag- 
gons : K = — . Auf die 

Seilwiderstände ist keine 
Rücksicht zu nehmen. In welcher Zeit t wird der Weg ABC zurückgelegt ? 
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564. Ein Radfahrer hat samt Rad das Gewicht G^. Wenn 
er ohne Benützung der Pedale eine unter a geneigte Straße hinab- 
fährt, so kann er Straßen- und Luftwiderstand in gleichförmiger 
Bewegung überwinden. Derselbe Radfahrer fährt dann eine unter ß 
geneigte Straße empor, hat eine Geschwindigkeit von a Kilometer in 
der Stunde und tritt die Pedale, deren Kurbel r™ sei, mit n Um- 
drehungen in der Minute. Welchen Druck P wird der Radfahrer 
auf die Pedale ausüben und welche Leistung N in Pferdestärken 
wird er abgeben? (Nach Routh.) 

*565. Von 
einer Drahtseil- 
bahn sind gege- 
ben: die Neigung 
a der Bahn, die 
Gewichte G^ und 
Gg der Wagen, das 
Gewicht q der 
Längeneinheit des 

Drahtseils, der 
Seildurchmesser d 
und die Seillänge 1 (ohne den Teil ACB); ferner der Halbmesser R 
der Seilscheibe, ihr Zapfenhalbmesser r, endlich sämtliche Reibungs- 
und Widerstandsziffern. Die Bewegung geht gleichförmig vor sich. 
Welche Arbeit ist an der Seilscheibe zu leisten, wenn x anfangs 
null ist und bis 1 zunimmt ? 

'''566. Ein Punkt P mit der Masse m, dessen Anfangslage A 
und dessen Anfangsgeschwindigkeit null ist, werde von einem Punkt 
O mit einer Kraft K = c . r angezogen, 

wobei c eine Konstante ist. Welche Ar- |* ä. ■*] 

beit A leistet die veränderliche Kraft, ^ ^ ~ 1 ^ 

wenn sich der Punkt bis O bewegt hat? ^ ^ 

Für welchen Wert von r ist die Leistung der Kraft am größten ? 

Wie groß ist diese größte Leistung Emax? 

*567. Eine Last G wird mittelst eines 
Seiles eine glatte Bahn emporgezogen, welche 
die Form eines Viertelkreises hat. Man berechne 
die Gesamtarbeit der hierzu notwendigen Kraft P 
aus deren Elementar- Arbeit in einer kleinen Zeit. 

*568, Eine kleine Masse m am Ende 
eines Armes a, der um den Mittelpunkt eines Quadrates von der 
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Sdtenlänge s drehbar ist, wird von vier gleichen 
Massen m^ in den Ecken des Quadrates nach 
dem Newton sehen Gesetz angezogen. Welche 
Arbeit muß aufgewendet werden, um den Punkt m 
aus seiner Gleichgewichtslage für ^ =s in die 
oben gezeichnete Stellung zu bringen, in welcher 
er von den Ecken die Abstände r^ r^, r^, r^ hat? 
Welche spezielle Arbeit ist notwendig für eine Drehung um 45®? 

*669. Ein Punkt M, der sich in 
^ Mt^ Q einer Greraden g bewegen kann, wird von 
^ einem außerhalb gelegenen Punkt O mit 

einer Kraft P = —g angezogen, wobei OM 

= r ist. Der Punkt M kommt aus der Unendlichkeit und gelangt 
bis Mj; welche Arbeit hat P geleistet? 



CO 




2. Polare TrSglieitsmomente. 

570. Man berechne das polare Trägheitsmoment eines gleich- 
schenkligen Dreiecks von der Grundlinie b und der Höhe h in 
bezug auf die Spitze. 

671. Suche das polare Trägheitsmoment einer regelmäßigen 
Polygonfläche in bezug auf den Mittelpunkt. 

572. Suche das polare Trägheitsmoment einer Dreiecksfläche 
F, deren Seiten a, b, c sind, in bezug auf den Schnittpunkt von 
b und c. 

573. Wie groß ist das polare Trägheitsmoment einer Kreis- 
fläche in bezug auf einen Punkt des Umfanges? 

574« Zwei Kreise von den Halb- 
messern K, r besitzen die Entfernung e 
voneinander. Welche Entfernung x be- 
sitzt O von Ol, wenn beide Kreisflächen 
in bezug auf O gleiches polares Trägheits- 
moment haben sollen ? 
575. Ein Rechteck OBAC von veränder- 
licher Größe steckt in der Ecke O eines Koordi- 
natenkreuzes. Welches ist der Ort der Punkte A, 
wenn das Rechteck in bezug auf O gleiches po- 
lares Trägheitsmoment behalten soll? 
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576. Man ermittle das polare Trägheitsmoment eines Kreis- 
bogens vom Halbmesser r und dem Zentriwinkel 2 a in bezug auf 
seinen Halbierungspunkt. 

67 ?• Wie groß ist das polare Trägheitsmoment einer Ellipsen- 
fläche F in bezug auf ihren Mittelpunkt und in bezug auf die End- 
punkte der Achsen 2a und 2b? 

578* Verteile die Masse M eines dünnen prismatischen 

2 1 

Stabes derart, daß -— M in den Schwerpunkt, -— M an jedes Ende 

3 6 

kommt Beweise, daß das polare Trägheitsmoment des Stabes in 
bezug auf einen beliebigen Punkt ungeändert bleibt, wenn seine 
Masse in angegebener Weise auf drei Punkte verteilt wird. 

5 7 9« Die Masse M einer ebenen Fläche wird derart verteilt, 

j j 

daß auf die Punkte A und B die Massen m, = — =-> ni« = -rr 

^ al * bl 

und auf den Schwerpunkt der Best auf M, 
nämlich ms=M — (m^ -|- mg) verteilt wird. 
Hierin ist 1 = a + b und Jg das polare Träg- 
heitsmoment der Fläche in bezug auf den 
Schwerpunkt. Man beweise, daß die drei so 
verteilten Punktmassen m^, mg, m^ in bezug 
auf jeden Punkt O der Ebene das gleiche Trägheitsmoment haben 
wie die Fläche selbst. 

580. Die Masse M einer ebenen Fläche wird in drei beliebig 
angenommene Punkte ABC und in den Schwerpunkt S verteilt. In 
die ersten kommen die Massen: 




m, 



Js sin a 



mg = 



Js sin ß Js sin y 



m< 



cl 



al ' -«- bl • 
Hierin ist Js das polare Trägheitsmoment der 
Fläche in bezug auf den Schwerpunkt^ ferner 

a = ^CSB, /? = ^ASC, y = ^BSA 
und 

1 r=: a sin a -f b sin /? -|- c sin y. 
In den Schwerpunkt kommt die Restmasse 

ms = M — (mi 4- mg -f- mg). 
Man beweise, daß diese vier Punktmassen m^, 

mg, nig, ms in bezug auf jeden Punkt O der Ebene das gleiche 
Trägheitsmoment haben wie die Fläche selbst. 
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3. Trägheitsmomente yon Körpern. 

*581. Berechne das Trägheits- 
moment eines dünnen Stabes von der 
Masse M und der Länge 1 für eine 
Achse X, die unter q) geneigt ist. 
'*'582. Suche das Trägheitsmoment des- 
selben Stabes für eine Achse X, die zum 
Stab senkrecht steht und von den Enden 
des Stabes die Abstände a und b hat. 

583. Ein rechtwinkliges Parallelepiped 
von den Kanten a, b, c hat das Einheitsgewicht y. Suche sein Träg- 
heitsmoment bezüglich der Kante c. 

584. Kechne das Trägheitsmoment eines geraden, regelmäßigen 
n-seitigen Prismas in bezug auf die geometrische Achse (Tq) und 
sodann in bezug auf eine beliebige, zu den Grundflächen parallele 
Schwerlinie (Tj). 

* 585. Die Trägheitsmomente einer geraden Pyramide mit recht- 
eckiger Grundfläche a X b ^^^^ cler Höhe h sind zu berechnen in bezug 
auf folgende Achsen: a) Geometrische Achse der Pyramide (Tq); 
b) Schwerlinie parallel zur Kante a (T^); c) Kante a (T2); d) Pa- 
rallele zur Kante a durch die Spitze (Tg). 

*586. Man berechne die Trägheitsmomente eines geraden 
Kreiskegels von der Höhe h und dem Halbmesser r der Grundfläche 
in bezug auf folgende Achsen: a) Geometrische Achse des Kegels 
(Tj); b) Gerade durch die Spitze, senkrecht zur geometrischen Achse 
(Tg) ; c) Gerade durch den Schwerpunkt, senkrecht zur geometrischen 
Achse (To). 

*587. Wie groß ist das Trägheitsmoment eines regelmäßigen 
Tetraeders von der Kante a in bezug auf diese ? (Dichte = /u.) 

*588. Welches Trägheitsmoment hat die Mantelfläche eines 
geraden Kegelstutzes (R, r, Halbmesser der Grundflächen), wenn 
auf ihr die Masse M gleichförmig ausgebreitet ist? 

*589. Suche das Trägheitsmoment einer homogenen Kugel- 
Oberfläche bezüglich eines Durchmessers (Masse M, Halbmesser r). 
590. Eine Halbkugel- Oberfläche ist gleichförmig mit der Masse 
M belegt. Welche Gestalt besitzt das Trägheitsellipsoid dieser Masse 
für den Kugelmittelpunkt? (Kugelhalbmesser r.) 

*591. Berechne das Trägheitsmoment eines homogenen geraden 
Kegelstutzes in bezug auf die Achse (Masse M, Halbmesser R und r). 



Polare Trägheitsmomente. 



97 





*592. Wie groß sind die Haupt-Trägheitsmomente eines Um- 
drehungs-Paraboloides (Höhe h, Grundfläche a^n) für den Scheitel? 

"^593. Suche die Haupt-Trägheitsmomente eines Umdrehungs- 
EUipsoides in bezug auf den Mittelpunkt. (2 a = Drehungsachse.) 

594. Tx, Ty, Tz seien die Trägheitsmomente eines Körpers 
für drei senkrechte Achsen. Beweise, daß jedes kleiner ist wie die 
Summe der zwei anderen. (Routh.) 

595. Ein Ring von rechteckigem Quer- 
schnitt besitzt die aus der Figur ersichtlichen 
Abmessungen R, r, a. Das Trägheitsmoment 
dieses Ringes um die Achse X soll durch Ver- 
größerung von R auf das Doppelte gebracht 
werden. Wie groß muß R^ gemacht werden? 

596* Es soll das Trägheitsmoment eines 
sehr dünnen Ringes vom Halbmesser a und 
der Masse M in bezug auf eine Achse X 
gesucht werden, die unter a gegen die Ebene 
des Ringes geneigt ist. 

597. Es soll das Trägheitsmoment 
eines Schwungrades von folgenden Ab- 
messungen in bezug auf die Achse X er- 
mittelt werden: R = 2 m, a = 0,4 m, 
b = 0,2 m, p= 8 cm , r^ = 0,4 m, r = 0,2 m, 
ß s= 0,4 m ; Einheitsgewicht y = 7,5. 

598« Berechne das Trägheitsmoment 
zweier eisernen Schwungkugeln, ihrer höl- 
zernen Arme und der hölzernen ring- 
förmigen Nabe um die Mittelachse X. 
Die Arme sind zylindrisch. Die Ab- 
messungen sind: R = 58 cm, a= 10 cm, 
^ = 10 cm, r j = 8 cm, r = 5 cm, q = 
1 cm ; die Einheitsgewichte sind : y = 
7,6 für Eisen, y^ = 0,5 für Holz. 

*599« Bestimme das Trägheitsmoment eines dreiachsigen EUip- 
soides von den Halbachsen a, b, c in bezug auf die Achse 2 a. 

*600. Ermittle das Trägheitsmoment einer unendlich dünnen 
elliptischen Schale, die zwischen zwei ähnlichen Ellipsoiden einge- 
schlossen ist, bezüglich der Achse 2a. (Routh.) 

601. Man suche ein EUipsoid, welches bezüglich aller seiner 

Wittenbauer, Aufgaben. 7 
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Durclunesser dieselben Trägheitsmomente hat, wie ein massengleieher 
Körper bezüglich derselben Greraden. (L e g e n d r e.) 

602. Die Dichte eines Ellipsoides von den Halbachsen A, B, 
C nimmt dem ' Abstand vom Mittelpunkt proportional ab; die 
Schalen gleicher Dichte sind ähnliche Ellipsoide. Wie groß ist das 
Träghei1;smoment bezüglich der Hauptachse 2A? 

4. Bewegungs-Energie. 

608. Welche Bewegungsenergie hat ein Geschoß von 600^ mit 
400 m/s Geschwindigkeit ? 

604. Zwei Eisenbahnzüge stoßen zusammen. Ihre Gewichte 
sind 120*^ und 300^, ihre Geschwindigkeiten 25 m/s bezw. 15 m/s. 
Welche Arbeit wird bei der Zertrümmerung geleistet? 

605. Die Umdrehungszahl einer Welle vom Gewicht G und 
dem Halbmesser r ist n in der Minute; welche Energie besitzt die 
Welle? 

606. Eine Welle vom Gewicht G und dem Halbmesser r 
macht n Umdrehungen in der Minute. Durch die Reibung in den 
Lagern sinkt die Umdrehungszahl auf die Hälfte herab. Welche 
Arbeit hat die Reibung aufgezehrt? 

607. Ein zylindrischer Körper macht um seine Achse eine 
Schraubenbewegung; a ist deren Steigungswinkel in der Mantelfläche 
des Zylinders. Wie muß a abgeändert werden (a^ = ?), wenn die 

Energie der Schraubenbewegung auf — ihres Wertes herabsinken, 

n 

an der Winkelgeschwindigkeit aber nichts geändert werden soll? 

608. Eine Kugel von 50 cm Halbmesser und dem Einheits- 
gewicht 7,8 macht n = 120 Umdrehungen in der Minute. Sie gibt 
von ihrer Energie 2464 mkg nach außen ab ; wieviel (x) Umdrehungen 
in der Minute wird sie noch besitzen ? 

609. Eine Kugel vom Halbmesser r macht n Umdrehungen 
in der Minute. Wie groß (x) wird die Umdrehungszahl werden, 
wenn der Halbmesser um d kleiner wird, ohne daß das Gewicht 
der Kugel sich ändert? 

610. Eine Welle von 1 = 4 m Länge und d = 10 cm Durch- 
messer macht n = 20 Umdrehungen in der Minute. Sie wird mit 
einer anderen Welle aus gleichem Material, welche die Abmessungen 
Ij = 6 m, dj = 8 cm besitzt und ruht, ohne Stoß gekuppelt. Wie- 
viel (x) Umdrehungen machen die gekuppelten Wellen in der Minute ? 
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611« Wie groß ist die Bewegungsenergie eines Kreiszylinders 
mit dem Halbmesser r und dem Gewicht 6, wenn er sich um eine 
Erzeugende dreht und zwar in der Sekunde einmal herum? 

612. Ein Holzprisma besitzt drei aufeinander senkrecht stehende 
Kanten : a = 30 cm, b = 20 cm, c = 10 cm ; es dreht sich um die 
Kante a mit n = 100 Umdrehungen in der Minute. Wie groß ist 
die Bewegungsenergie des Prismas ? (Einheitsgewicht y = 0,5). 

613. Ein Greschoß hat die Gestalt eines Rotationskörpers von 
nebengezeichnetem Meridian. Es besitzt 
eine Geschwindigkeit c, femer macht es 
n Umdrehungen in der Sekunde, y ist 
sein Einheitsgewicht. Wie groß ist seine 
Bewegungsenergie ? 

614. Ein Parallelepiped mit den Kanten a, b, c und dem 
Einheitsgewicht y dreht sich gleichzeitig um seine vier parallelen 
Kanten c, um jede mit der Winkelgeschwindigkeit cu. Welche Be- 
wegungsenergie besitzt der Körper? 

615. Um wieviel ändert sich dfe Bewegungsenergie in der 
vorigen Aufgabe, wenn die Drehung um eine der Kanten c aufhört? 

616. Ein gerader Kreiskegel (Masse M, Höhe h, Halbmesser 
der Grundfläche r) macht um eine seiner Erzeugenden n Umdrehungen 
in der Minute. Wie groß ist die Bewegungsenergie des Kegels? 

617. Ein gerader Kreiskegel (Masse 
M, Höhe h, Halbmesser der Grundfläche r) 
rollt sich auf einer horizontalen Ebene 
gleichförmig ab. Er braucht n Sekunden, 
um seine Anfangslage wieder zu erreichen. 
Wie groß ist die Bewegungsenergie dieses 
Kegels ? 

*618. Die Masse eines Stabes, der um eine 
senkrechte Achse rotiert, soll an das Ende A re- 
duziert werden. . Wo muß die Achse gewählt 
werden (x = ?), wenn die reduzierte Masse des 
Stabes ein Minimum werden soll und wie groß ist dieses? 

619. Eine Kugel ist durch einen Arm mit einer Ach3e ver- 
bunden, um die sie rotiert Man reduziert die 
Massen M^ und Mg von Arm und Kugel nach 
dem Mittelpunkt dieser und findet die redu- 
zierte Masse 9R = Mj -|- Mg. In welchem Ver- | M^ 
hältnis müssen 1 und r stehen? 

7* 




K — 
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*620. Die gekoppelte gleichschenklige Schubkurbel besteht aus 
der Kurbel OA und der Stange BC, deren Mitte A mit der Kurbel 

drehbar verbunden ist; die Enden B und 
C schleifen auf einem rechtwinkligen 
Achsenkreuz. Es ist OA ^ AB == AC 
Man soll die vier Massen M^, Mg, Mg, M^ 
der beiden Schieber und der Stange nach 
A reduzieren. In welcher Beziehung 
müssen diese vier Massen stehen, wenn 
die reduzierte Masse in A unveränderlich sein soll? 

*621. Die Figur stellt ein dreifach gekoppeltes Parallelkurbel- 
getriebe vor. Man soll die 
Massen der drei parallelen 
Triebstangen M^, Mg, Mg nach 
A reduzieren. Welche Beziehung 
muß zwischen diesen Massen 
und den Winkeln a, /?, y be- 
reduzierte Masse 3W in A unveränderlich 




stehen, wenn 
sein soll? 



die 




*622. Die Figur zeigt zwei kongruente 
elliptische Scheiben, die sich um ihre Brenn- 
punkte Ol, Og drehen und hierbei immer in 
Berührung bleiben. Man soll die Masse Mg 
der zweiten Scheibe nach dem Brennpunkt Aj 
der ersten Scheibe reduzieren. 



5. Das Prinzip der Bewegungs-Energie. 

Zwei Stäbe mit den Grewichten G, G^ und den Längen 
1, 1^ sind um denselben Punkt O drehbar und 
fallen aus ihren Ruhelagen a, a^ herab. Sie 
soUen in der tiefsten Lage dieselbe Bewegungs- 
energie erhalten; in welcher Beziehung müssen 
a und ttj stehen? 

*624. Zwischen zwei festen Punkten O^, 
Og, welche die Entfernung a voneinander besitzen, liegt ein beweg- 
licher Punkt in der Entfernung - a von O^ anfangs in Kühe. Er 
wird von O^ und Og der Entfernung proportional angezogen, k ist 
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die Anziehung in der Einheit der Entfernung von O^ ; die Anziehung 
von Og ist doppelt so stark. Man suche die nächste Ruhelage M 
des Punktes und die Arbeiten A^ und Ag der- beiden An- o<^ 
Ziehungskräfte zwischen den beiden Ruhelagen Mq und M. 

625. Ein Stab von der Länge 1 ist in O drehbar 
aufgehängt. Welche Geschwindigkeit v muß man seinem ^ 
unteren Ende erteilen, damit er bis zur horizontalen Lage 
emporsteigt? JL 

626* Eine Walze, deren Querschnitt ein Drei- 
viertelkreis ist, kann sich um die Achse O drehen. 
Der Halbmesser OA ist anfangs vertikal. Die 
Walze, die in Ruhe ist, wird ihrem Eigengewicht 
überlassen ; welche größte Geschwindigkeit nimmt der 
Punkt A an? 

627. Eine ebene Fläche von beliebiger Gestalt, die keinerlei 
Ejraft ausgesetzt ist, rollt, ohne zu gleiten, in vertikaler Ebene auf 
einer Geraden. Ihre Bewegungsenergie L und ihre Masse M sind 
gegeben; ebenso ihr Trägheitsmoment Ts bezüglich des Schwerpunktes 
S und der Abstand r. Man berechne die 
Geschwindigkeit des Schwerpunktes. 
I 628. Ein Gewicht G wird in O 

mit einem elastischen Faden aufgehängt; | T 
das Gewicht wird unterstützt, der Faden \ F 
ist infolgedessen spannungslos. Nun wird v//Mm/////^^^ 
die Unterstützung fortgenommen. Man ^^ ^27. Aufg 628 

suche: Um wieviel (x^) sinkt das Ge- 
wicht? In welcher Tiefe (Xg) bleibt das Gewicht im Gleichgewicht? 
Die Spannung des Fadens ist der Längenänderung proportional ; k ist 
die Spannung, wenn der Faden sich um die Längeneinheit ausdehnt. 

*629* Drei festliegende gleiche Massenpunkte m^ ziehen den 
in der Sjnnmetrale liegenden beweglichen Mas- ^mj 

senpunkt m mit Kräften an, die den Massen 
und ihren Entfernungen direkt proportional 
sind. Für die Einheit der Entfernung und 
der Massen ist die Anziehung k. Mit welcher ^ 

Geschwindigkeit v kommt der Punkt m nach A, wenn er anfangs 
in Ruhe war? 

*680» Drei festliegende gleiche Massenpunkte m^ die in den 
Ecken eines gleichseitigen Dreieckes liegen, ziehen einen beweglichen 
Massenpunkt m nach dem Newtonschen Gesetz an. Die Anfangs- 
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läge dieses Punktes ist rechts in der 
Symmetrale X in sehr großer Entfer- 
nung (x = oo) in Ruhe. Wie groß 
ist der Abstand x für die nächste Ruhe- 
lage des Punktes m? 

631. Ein aus zwei gleich dicken 
Stäben AC = 2 a, BC = 2 b zusammengesetzter rechter Winkel ist 
in C drehbar befestigt. Wie groß ist der Winkel a für das Gleich- 
gewicht? Wenn der Winkel 
in die Lage A'CB' gebracht 
und dann sich überlassen wird, 
welchen größten Winkel q) 
legt AC zurück? (Walton). 
682, Welche anfängliche 
Winkelgeschwindigkeit muß 
eine hohle schmiedeiserne Walze 




y^-- 




Aufg. 631. 



1^ 
Aufg. 682. 

von den Halbmessern R = 20 cm, r = 10 cm und der Länge 1 = 3 m 
haben, wenn sie im stände ist, ein Gewicht von G = 10 k auf die 
Höhe h = 5 m zu heben ? (Einheitsgewicht y = 7,8.) 

633. In einer festen glatten Halbkugelfläche vom Durch- 
messer d gleitet ein schwerer Stab von der Länge 1 
aus der gezeichneten Anfangslage hinab. Welche 
Geschwindigkeiten werden seine Enden haben, wenn 
der Stab die tiefste Lage erreicht? (Wal ton.) 




6. Das Prinzip der Bewegung» - Energie mit Widerständen. 



634. 




ß ff 



Ein Schlitten, der anfangs in A ruht, gleitet eine unter 

a geneigte Straße herab. An welcher 
Stelle C der horizontalen Strecke 
wird er zur Ruhe kommen, wenn 
AB = s und die Reibungsziffer f 
gegeben sind? 

635. Ein schwerer Körper gleitet 
von P eine schiefe Ebene herab. In A 
angekommen zerfällt er in zwei Teile; der 
eine Teil geht auf der horizontalen Ebene 
AB um Sj weiter, bis er durch die Reibung 
zur Ruhe kommt; der andere Teil gleitet 
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die schiefe Ebene AC um Sg abwärts, bis er ebenfalls zur Ruhe 
kommt. Wenn diese Wege s^ und Sg gleich sein sollen, in welcher 
Beziehung müssen die Reibungsziffern f^ und fg stehen? 

636« Eine Welle vom Gewicht G und dem Halbmesser r 
macht XL Umdrehungen in der Minute. Durch die Reibung in den 
Lagern sinkt die Umdrehungszahl auf die Hälfte herab. Welche 
Arbeit hat die Reibung verbraucht? 

687. Eine WeUe von r = 5 cm Halbmesser, welche n = 40 
Umdrehungen in der Minute macht, wird von einem bestimmten 
Augenblick an sich selbst überlassen. Wieviele (x) Umdrehungen 
macht sie noch, wenn die Zapfenreibungsziffer f^ = 0,08 beträgt? 

688. Ein Gewicht wird mit der Anfangsgeschwindigkeit von 
V = 445 cm in der Sekunde auf einer horizontalen Bahn vorwärts 

geschleudert. Die Reibungsziffer der Bahn ist f = — . Welchen Weg 

wird das Gewicht zurückgelegt haben, wenn seine Energie auf die 
Hälfte herabgesunken ist? 

'*'689. Ein Schlitten soll die geradlinige horizontale Bahn 
AB = 1 und sodann die Kreisbahn BC (Halbmesser r, Zentriwinkel a) 
zurücklegen. Die Reibungsziffer f ist ge- k. 

geben. Mit welcher Geschwindigkeit v muß )-«^^^^, 

die Bewegung begonnen werden, wenn 
der Schlitten in C seine Bewegung um- 
kehren soll? nj 

640. Ein Eisenbahnwagen, dessen ' v ^ 

Räder 40 cm Halbmesser und 4 cm Zapfenhalbmesser haben, besitzt 
auf horizontaler Strecke 9 m Geschwindigkeit in der Sekunde. Welche 
Strecke wird dieser Wagen bergan rollen, bis er zur Ruhe kommt, 

wenn die Steigung der Bahn sin a = -- beträgt? (Zapfenreibungsziffer 

60 

0,06, Ziffer der rollenden Reibung 0,5 mm). 

641. Eine in O und O^ an parallelen Schnüren aufgehängte 
Stange AB wird aus der bezeichneten an- 
fänglichen Ruhelage schwingen gelassen. Bei 
A liegt ein kleines Gewicht G. Wenn die 
Stange in die tiefste Lage kommt, wird sie 
plötzlich festgehalten; das Gewicht gleitet 
über die Stange hinweg und kommt in B 
zur Ruhe. Wie groß ist die Reibungsziffer f " U — z — 
zwischen Gewicht und Stange? 
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*642. Eine Kette von der Länge 1 ruht zum Teil auf einem 

rauhen horizontalen Tisch (Reibungsziffer f) und 
hängt zum andern Teil (x) frei herab. Sie be- 
ginnt ihre Abwärtsbewegung in jener Stellung, wo 
sich Gewicht und Reibung gerade noch Gleich- 
gewicht halten. Welche Geschwindigkeit v hat die 
Kette erreicht^ wenn ihr oberes Ende an der Tisch- 
kante eingetroffen ist? 

648. Eine Kugel vom Halbmesser r rollt auf horizontaler Ebene ; 
die Ziffer der rollenden Reibung sei qp. Welchen Weg x wird die 
Kugel bis zur Ruhe zurücklegen, wenn c die Anfangsgeschwindigkeit 
ihres Mittelpunktes ist? 

* 644. Ein zylindrischer Körper vom Halb- 
messer r dreht sich um seine vertikale Achse mit n 
Umdrehungen in der Minute. Er wird so weit ge- 
senkt, daß seine Unterseite eine rauhe horizontale 
Fläche berührt. Wieviel Umdrehungen (x) macht er 
^/^ noch, vom Augenblick der Berührung an gezählt? 
*645. Bei der Berechnung der Vorspannachse einer Loko- 
motive kommt folgende Aufgabe vor: In den Dampfzylinder Z, der 
mit dem Lokomotivgestell AF fest verbunden ist, wird Dampf von 

der Pressung p = 12 at. ein- 
strömen gelassen, welcher den 
Kolben K vom Durchmesser 
d = 412 mm herabpresst, die 
Vorspannachse samt Rad V um 
die Strecke s = 60 cm herab- 
schiebt und an die Schiene drückt. 
Dadurch werden die beiden andern 
Achsen bei A und F, die auf 
Federn ruhen, entlastet und das 
ganze Lokomotivgestell hebt sich 
um X mm. Kolben K und Rad V werden gleichzeitig durch einen 
Hebelzug ACDF «lit einer Feder in B nach aufwärts gedrückt. Man 
berechne die Hebung x, wenn gegeben sind: 

Federspannung in B : Fj = Fq -|- k f^ 

p 

Federspannung in A und F: F = — — kf 

Fo^=5420^, k = 531^ pro cm Zusammendrückung, 

f bezw. fj Ausdehnung bezw. Zusammendrückung der Federn; 
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G = Lokomotivgewicht 
AB = a = 300 mm, BC = b = 500 mm, 
DE = c = 445 mm, EF = d = 364 mm. 
(Vergl. Zeitschrift des Vereines deutscher iDgCDieure 1897, S. 96). 





7. Das Prinzip d'Alembert's« 

646. Eine ebene Platte fällt mit der Beschleunigung ^^ = 4 m 
in der Sekunde vertikal abwärts. Auf ihr ruht ein Gewicht von 10 k. 
Welchen Druck wird es während der Bewegung auf die Platte ausüben ? 

647. Auf zwei schiefen Ebenen li^en zwei schwere Körper, 
welche durch einen absolut bieg- 
samen Faden miteinander verbunden 

sind. Mit welcher Beschleunigung ^ ^^^^>*^^/ 

y wird die Abwärtsbewegung er- 
folgen , wenn die Reibung an beiden Ebenen berücksichtigt wird ? 
(f =1= Reibungsziffer). 

648. An einem Flaschenzug hän- 
gen zwei Gewichte G und Gj. Welche 
Beschleunigung y wird G bei seiner 
Bewegung besitzen? 

649. Mit welcher Beschleunigung 
y sinkt bei nebenstehendem Flaschen- 
zug das Gewicht G, wenn hiebei das 
Gewicht Gj gehoben wird? 

650. Man rechne die Spannung 
S in der Stange eines Pendels von der 
Länge 1, wenn G das Gewicht des 
Pendels, v seine augenblickliche Ge- 
schwindigkeit und qt der Ausschlag- 
winkel ist. Auf die Masse der Stange 
ist keine Rücksicht zu nehmen. 

651. Die Bewegung einer Rolle R, um 
die ein biegsamer Faden mit dem Gewicht G 
geschlungen ist, wird durch eine Scheibe a ge- 
bremst, um deren rauhen Umfang (Ziffer der 
Reibung f) ebenfalls ein Faden geschlungen 
wird; dieser ist in A befestigt und wird am 
andern Ende mit G belastet. Welche Beschleuni- 
gung y erhält das abwärts fallende Gewicht G, 




Aufg. 650. 
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wenn a = 





R R 

— , r (Zapfenhalbmesser) = — , f^ (Zapfenreibungsziffer) 

= 0,1 ist? 

*652. Eine schwere, sehr biegsame Kette 
von der Länge ACB = 1 wird über zwei gleich- 
geneigte schiefe Ebenen gelegt, deren Spitze C eine 
kleine Rolle trägt. Die Kette ist anfäng:lich im 
Gleichgewicht Durch eine kleine Erschütterung 
gleitet sie rechts hinab. Welche Geschwindigkeit be- 
sitzt die Kette, wenn ihr Ende A nach C gekommen ist? (Poisson). 

668. Zwei Stäbe 1 und 1^ sind reektwinklig 
miteinander verbunden und tragen an den Enden 
zwei kleine Kugeln mit den Gewichten G und 
Gj. Die Stäbe sind in O aufgehängt und drehen 
sich mit der Winkelgeschwindigkeit o) um eine 
vertikale Achse. Man berechne den Ausschlag- 
winkel w und das Moment, das bei O den rechten Winkel zu 

O 
brechen sucht unter der Voraussetzung, daß 1^ = 2 1, Gj = — ist. 

(Auf die Masse der Stangen ist keine Rücksicht zu nehmen.) 

.^ *654. Zwei schwere Stangen von den Längen 

a und b und den Gewichten G und G^ sind zu 

einem rechten Winkel verbunden. Sie sind in O 

aufgehängt und drehen sich um eine durch O gehende 

vertikale Achse mit der Winkelgeschwindigkeit w. 

Welche Beziehung besteht zwischen w und dem 

Ausschlagwinkel qp? 

• *655. Ein Stab AB ist in O drehbar gelagert 

und rotiert um eine durch O gehende vertikale Achse 

mit der Winkelgeschwindigkeit w. Welchen Winkel qp 

wird er dabei mit der Achse einschließen? 

656. Zwei schwere Punkte G und Gj sind 
durch zwei undehnbare Fäden a und b miteinander und 
an einem festen Punkt O befestigt. Sie rotieren um 
eine durch O gehende Vertikale mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit w. Wie groß sind die Winkel (p undxp7 
Wie groß sind die Spannungen Sa und Si> in den zwei 
Fadenstücken? 
Zwei gleiche Stäbe von der Länge 2 a und dem 
Gewicht G sind in einer vertikalen Spindel drehbar gelagert. An 
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die Enden A und B wird ein Faden von 
der Länge 4 a befestigt, der ein Gewicht G^ 
trägt. Wenn die Spindel in Drehung ver- 
setzt wird, welche Beziehung besteht zwischen 
der Winkelgeschwindigkeit w und dem Win- 
kel 9? (Routh). 

*668. Eine homogene leicht biegsame 
Kette OA ist in O aufgehängt Sie liegt 
dicht zwischen zwei glatten vertikalen Ebenen, die 
auch die Achse X einschließen und um sie mit 
der Winkelgeschwindigkeit o) rotieren. Man be- 
stimme die Gleichung der Kurve, welche die Kette 
bildet. 

659. An den Enden zweier gewichüosen 
Seile, welche um Rad und Welle eines Wellrades 
mit den Halbmesser r und r^ geschlungen sind, 
hängen zwei Gewiche G und Gj. Das Wellrad würde 
sich unter ihrer Einwirkung nach rechts zu drehen 
beginnen. Welche Winkelbeschleunigung k entsteht 
bei dieser Drehung? Welche Zeit t verfließt, bis Gj 
durch die Höhe h herabgesunken ist? Welche Span- 
nungen SSi besitzen die beiden Seile? (Ohne Rück- 
sicht auf die Masse des Wellrades). 

*660. Wie ändern sich die Resultate der vorigen Aufgabe, 
wenn auf die Masse des Wellrades Rücksicht genommen wird? 

*661. Über eine Rolle vom Halbmesser r wird ein biegsamer 
Faden von der Länge 1 -|- r tt gelegt ; er wiegt q k für die Längen- 
einheit. An den Enden des Fadens hängen zwei Ge- 
wichte G und Gj. Das größere G^ befindet sich 
anfangs in seiner höchsten Lage (x = o) und sinkt 
sodann bis zu seiner tiefsten (x = 1) herab, wo es 
mit der Geschwindigkeit v^ ankommt. Wie groß ist 
die Beschleunigung 'y dieser Bewegung mit Rücksicht 
auf das Gewicht des Fadens (ohne Rücksicht auf die 
Masse der Rolle); wie groß ist v^? Wie groß sind 
die Seilspannungen bei A und B für eine beliebige 
Stellung X des Fadens? 

*662, Um eine zylindrische Welle vom Halb- 
messer r == 5 cm und dem Gewicht G^ = 2 k ist ein 
Seil von der Länge 1 = 10 m und dem Gewicht 
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q ^ 0,14 fe pro m gewickelt Auf der Welle sitzt ein Rad vom 
Halbraeaser E = 40 cm uud dem Gewicht Gg = 20 k. An dem 
Ende des Seiles hängt ein Grewicht G ^ 10 k. Mit welcher Ge- 
schwindigkeit V erreicht dieses seine tiefste Lage h& der Abwick- 
lung des Seiles? 

*668. Ein Zylinder vom Gewicht G ist bei A und B auf 
gleiche Federn gelagert, für deren Widerstand 
die Gleichung ^It 

Fi = k(l,-1,) 
worin Ij die gegenwärtige Länge der Feder, 1^ 
die Länge in unbelastetem Zustand und k eiue 
Eonstante bedeutet. Ein Kolben vom Giewicht 
G, befindet sich anfangs in seiner höchsten 
Stellung und wird durch die darunter befind- 
"""' " liehe abgesperrte Luft getragen. Nun werden 

bei C und D Hähne geöffnet, die Luft im Zylinder entweicht, der 
Kolben sinkt mit einer gemessenen Beschleunigung y,. Um wieviel 
hebt sich der Zylinder? 

*'6Ö4. Ein biegsames Seil, das über eine 
Eolle läuft, tr^ an den Enden zwei Gewichte F 
und Q; das zweite gleitet an einer glatten Stange. 
Man soll die Geschwindigkeit des Gewichtes Q 
als Funktion des Weges x darstellen, wenn ange- 
nommen wird, daß anfangs x =^ o und Q in Ruhe 
war. Die Rolle ist als sehr klein anzusehen. 





8. Die Bewegung des Schwerpunktes. 

66&> Aus einem Kahn, der das Gewicht G^ hat, springt ein 
Mann vom Gewicht G ein Stück s weit ans Ufer. Um wieviel (s^) 
weichtder Kahn zurück, wenn der Widerstand des Wassers vernach- 
lässigt wird ? 

_ _ 666. Ein Zylinder ist in A und B auf Fe- 

dern gelagert, sein Kolben wird durch eine Feder 
nach oben gepreßt Über dem Koll>en strömt Luft 
von bekannter Pressung (p für die Flächeneinheit) 
ein. Um wieviel (x) ändert sich die Höhenlage 
des Zylinders? 
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667. Eine Kanone steht auf einer rauhen horizontalen Ebene 
(Reibungsziffer f); das Geschoß verläßt die Kanone mit der rela- 
tiven Geschwindigkeit v. Um welches Stück läuft die Kanone 
zurück, wenn M die Masse der Kanone, m jene des Geschosses ist? 

668« Auf glatter Unterlage liegen zwei glatte Prismen von den 
Gewichten G und G^, den Breiten b und bj. ^ 

Wenn das kleinere Prisma mit seiner verti- 
kalen Kante bis zum Fuß des großen Pris- 
mas herabgeglitten ist, um wieviel hat sich 
dieses verschoben und wohin? 

*669. Zwei schwere Punkte mit den Gewichten G und G^ be- 
finden sich in der Entfernung h vertikal übereinander. G, das höher 
liegende Gewicht, wird ohne Anfangsgeschwindigkeit frei fallen ge- 
lassen, Gj wird gleichzeitig mit der Geschwindigkeit c aufwärts ge- 
schleudert. Welche Anfangsgeschwindigkeit v^ besitzt der Schwer- 
punkt beider Punkte? Nach welcher Zeit erreicht er die Anfangs- 
lage von Gj? 

670. Ein Turner vom Gewicht G, der ein Gewicht G^ bei 
sich trägt, springt unter dem Winkel a mit der Geschwindigkeit c 
schief aufwärts. Sobald er die größte Höhe erreicht hat, wirft er 
das Gewicht G^ mit einer relativen Geschwindigkeit c^ horizontal 
nach rückwärts. Welche Geschwindigkeit v hat der Turner, sobald 
er das Gewicht fortgeschleudert, und um wieviel (x) vergrößert er 
dadurch seine horizontale Sprungweite? 

*671. Aus einem Kahn, der das Gewicht G^ hat, springt 
ein Mann vom Gewicht G ans Ufer, indem er sich durch Ab- 
stoßen eine Geschwindigkeit c erteilt. Der Kahn weicht zurück, 
findet aber den Widerstand des Wassers W = av^, worin a eine 
Konstante, v die veränderliche Geschwindigkeit des Kahnes ist. 
Welche Anfangsgeschwindigkeit Vq hat der Kahn und welche Ge- 
schwindigkeit hat er nach einer Zeit t? 

672. In einem festen Kreis vom Halbmesser 
R befindet sich eine kleinere, schwere Kreis- 
scheibe vom Halbmesse r berührend festgehalten. 
Reibung ist nicht vorhanden. Man ermittle ohne 
jede Rechnung die Bahn, welche der Punkt A 
beschreibt, wenn die kleine Scheibe in der verti- 
kal stehenden Ebene der beiden Kreise losge- 
lassen wird? 

678. Eine homogene schwere Halbkugel wird in gezeichneter 
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Stellung auf eine vollkommen glätte horizontale 
Ebene gelegt. Wo befindet sich die Momentan- 
achse ihrer ersten Bewegung? (Routh.) 

674. Ein homogener Stab A B von der 
Länge 2 1 stützt sich unter einem Winkel a 
gegen eine vollkommen glatte horizontale Ebene. 
Das andere Ende A des Stabes ist frei; der 
Stab fällt auf die Ebene herab. Man bestimme 
die Gleichung der Bahn des Punktes A in bezug 
auf das Koordinatenkreuz XB Y und konstruiere 
die Bewegungsrichtung von A. 

675. Auf einer horizontalen, vollkommen 
glatten Tischfläche liegt eine glatte Scheibe vom 
Halbmesser R vollkommen frei ; auf ihr ist eine 
halb so kleine Scheibe befestigt, deren Gewicht 
ein Viertel des Gewichtes G der großen Scheibe 
ist. Letztere wird am Umfang von einem Kraft- 
paar angeregt; welche Winkelbeschleunigung X 
nimmt sie an und um welchen Punkt? 

676. Eine schwere ebene Platte von be- 
liebiger Form ist in zwei Punkten B und D 
mit Fäden in zwei festen Punkten A und C 
aufgehängt. Der Faden CD wird zerschnitten. 
Welche Bewegung macht die Platte im ersten 
Augenblick ? 

*677. Ein völlig glatter dreiseitiger Keil 

ABC von der Masse M ruht auf einer glatten horizontalen Ebene. 

Von der Spitze B desselben wird eine Punktmasse m herabgleiten 

gelassen. Man ermittle: a) die Beschleunigung 
y, mit welcher der Keil nach rechts ausweicht; 
b) die absolute Beschleunigung y^ der Punkt- 
masse und ihre relative Beschleunigung y^ gegen 
den Keil; c) die absolute Bahn der Punkt- 
masse; d) den Druck D zwischen Keil und 

Punkt; e) den Druck D^ zwischen Keil und horizontaler Ebene. 

(Joh. Bernoulli, Euler.) 
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9. Drehung um eine Achse. 

678. Von einem Kugelpendel ist bekannt: OS = a= 40 cm, 
r = 5 cm. Wie lang muß 08 = x gemacht werden, wenn die 
Dauer einer kleinen Schwingung sich ver- 
doppeln soll ? (Auf die Masse der Stange ist 
keine Rücksicht zu nehmen.) 

*679. Eine schwere Stange von der 
Länge 1, die anfangs vertikal hängt,soll um 
eine horizontale Achse O eine kleine Schwin- 
gung machen. Wie groß muß AO = x ge- 
macht werden, damit die Schwinguugsdauer 
den kleinsten Wert erhält? 

680. Auf einem gewichtlosen Stab, der um O drehbar ist, 
liegen zwei schwere Massenpunkte m^, m^ in den 
Entfernungen 1^, lg von O. Der Stab pendelt um O. 
Bestimme die Winkelbeschleunigung X des Stabes 
und die Länge 1 des mathematischen. Pendels von 
gleicher Schwingungsdauer. 

681. Von zwei Ringen aus dünnem Draht mit 
den Halbmessern R und R^ trägt jeder einen kurzen Stift r, dessen 
Spitze O auf einer festen Ebene steht. Die Ringe schwingen pendel- 
artig in kleinen Winkeln um O. In welcher Be- 
ziehung müssen R und R^ stehen, wenn die 
Schwingungsdauem beider Ringe gleich sind ? (Die 
Ma^se des Stiftes r ist nicht zu berücksichtigen.) 

682. Ein Kegel vom Einheitsgewicht y ro- 
tiert mit der anfänglichen Winkelgeschwindigkeit Wq 
um seine vertikale Achse. Die Drehung wird 
durch einen Faden behindert, der 
mit der Spannung P am umfang 
der Rolle r zieht. Nach welcher 
Zeit t kommt der Kegel zur 
Ruhe? 

*688. Ein rechtwinkeliges 
gleichschenkeliges Dreieck rotiert 
um seine vertikale Seite AB = a. 
Wie groß muß die Winkel- 
geschwindigkeit w sein, damit auf B kein Druck ausgeübt wird? 
(Wal ton.) 
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1 Stab von quadratiachein Quersclinttt b' und der 
sich um eines seiner EDdcn in einer horizontalen 
Ebene und erleidet dabei durch den Widerstand 
der Luft eine VerzögeruDg, welche dem Quadrat 
der Geschwindigkeit proportional ist Die Größe 
dieser Verzögerung ist k für die Einheit der 
Geschwindigkeit und für die Einheit der der 
Luft entgegenstehenden Fläche, Die anfängliche Winkelgeschwindig- 
keit ist (iIq. Man suche die Winkelgeschwindigkeit w als Funktion 
von (p und den Winkel ^ als Funktion der Zeit {y = Einheitsge nicht) 
*eS6. Ein Türflügel AC mit vertikaler Achse A von der 
Breite b und der sehr geringen Dicke d (Einheits- 
gewicht y) wird von einem horizontalen Luftzug 
getroffen, der senkrecht zu AB streicht und mit 
^ auf die Flächeneinheit drückt. Mit welcher 
Geschwindigkeit v kommt C nach B, wenn 
der Türflügel anfänglich in Ruhe ist und nahezu senkrecht zu 
AB steht? 

*686. Um eine vertikale Achse dreht sich eine dünne Platte 
von den Abmessungen b, h, d mit einer anfänglichen Winkelge- 
schwindigkeit &»„. Die Dicke d der Platte ist selir klein, ihr Ein- 
heitsgewicht y. Der Drehung widersetzt sich der Widerstand W 
der Luft, der für jede Stelle 
A proportional der dort herr- 
schenden Geschwindigkeit im 
Quadrat und der widerstehen- 
den Fläche anzunehmen ist. 
Nach welcher Zeit T ist die 
Winkelgeschwindigkeit auf die 
Hälfte gesunken? 

*687. Man berechne die 
Winkelgeschwindigkeit <i) eines 
anfangs ruhenden Windflügels 
von nebenstehender Gestalt, 
der von einem Gewicht G in Drehung um die vertikale Spindel 
(Durchmesser 2r) versetzt wird, als Punktion der Zeit Die Größe 
des Luftwiderstandes ist wie in voriger Aufgabe anzunehmen ; die 
sehr kleine Dicke des Flügels ist d, die Dichte desselben //. 

*688. Wie groß ist die Winkelbesehleunigung A einer Walze 
vom Halbmesser r, welche auf zwei unter den Winkeln a und ß 
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geneigten schiefen Ebenen liegt und daselbst Rei- 
bung mit der Ziffer f erfährt? Der Schwerpunkt 
der Walze S besitzt die Exzentrizität a, das Ge- 
wicht der Walze ist G. Mit welcher Geschwin- 
digkeit geht der Schwerpunkt durch seine tiefste 
Lage, wenn anfänglich y = qp^ ist? 

*689. Ein Stab OA = 1 vom Gewicht G ist um O drehbar 
und wird aus der Anfangslage OA^ ohne Ge- 
schwindigkeit fallen gelassen. Man suche seine 
Winkelbeschleunigung X und seine Winkelge- 
schwindigkeit ft> als Funktionen von q). Wie 
groß sind die Teile X und Y des Druckes in O 
während der Bewegung? Welchen Winkel ip 
schließt der Druck D mit dem Stab ein? 

*690. Ein schwerer Körper kann sich um eine horizontale 
Hauptachse des Punktes O drehen. Anfangs ist seine 
Schwer-Ebene OS horizontal, der Körper in Ruhe- 
Weichen Winkel qp schließt der von den Trägheits- 
kräften herrührende Achsendruck mit der Ebene OS 
während der Bewegung ein? (Routh.) 

*691, An einer vertikalen Spindel befindet sich ein horizon- 
taler Arm, an dem eine kleine Masse gleiten kann. In welcher 
Beziehung stehen die Winkelgeschwindigkeit w der 
Spindel und die Entfernung der Masse x während 
der Drehung, wenn die Anfangswerte (o = coq und 
X = a sind ? 

*692, Ein biegsames Seil, das auf einer ko- 
nischen Trommel aufgewickelt ist, läuft über eine 
Rolle und trägt ein Gewicht G. 
Man soll die Geschwindigkeit v des 
Gewichtes als Funktion von y dar- 
stellen, wenn auf die Dicke d des 
Seiles und sein Gewicht Rücksicht 
genommen wird. (Anfangswerte : 
y = 0, V = o.) 
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10. Ebene Bewegung. 

698. Von einem eben bewegten System, dessen Masse M ist, 
sei S der Schwerpunkt, O der momentane Drehpol, P ein beliebiger 
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Punkt, V dessen Geschwindigkeit, T das Trägheitsmoment des 
Systems um P, o) die Winkelgeschwindigkeit des Systems. Die Be- 
wegungsenergie des Systems ist durch die Gleichung 

L = 4-Mv2+4-Tw2 
2 ' 2 

gegeben. Wo liegen alle jene Systempunkte P , für welche diese 
Gleichung richtig ist? (Routh.) 

694. Eine schwere Walze vom Halbmesser a, die eine Winkel- 
geschwindigkeit ü)q um ihre horizontale Achse besitzt, wird auf hori- 
zontaler rauher Unterlage senkrecht zur Achse derart fortgestoßen, 
daß ihr Schwerpunkt die anfängliche Geschwindigkeit Vq besitzt 
Nach welcher Zeit tj beginnt die Walze zu rollen? Nach welcher 
Zeit tg kommt sie zur Buhe? 

*695. Ein homogener Stab AB = a vom Gewicht G gleitet 

längs des glatten Bodens X und der glatten 
Wand Y. Wie groß ist die Winkelbeschleuni- 
gung X und die Winkelgeschwindigkeit w des 
Stabes? Wie groß sind die Drücke in A und 
B während der Bewegung? (Alles als Funk- 
tionen von q) darzustellen.) (Wal ton.) 

696. Bei welchem Winkel q)^ wird in voriger Aufgabe der 
herabgleitende Stab die Wand verlassen? (Weston.) 

697. Ein homogener Stab von der Länge 1 ist auf zwei 

Stützen A und B symmetrisch gelagert. 

13 Wenn die Stütze B entfernt wird, soll sich 
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der anfängliche Druck auf die Stütze A nicht 
ändern. Wie groß muß die Entfernung 2x 
der Stützen gewählt werden? (Wal ton.) 

698. Ein homogener Stab vom Gewicht G ist an seinen 
Enden gelagert. Wenn eine seiner Stützen plötzlich entfernt wird, 
wie groß wird der Druck auf die andere Stütze? 

699. Eine kreisrunde horizontale Tischplatte wird an drei gleich 
verteilten Punkten A, B, C ihres Randes gestützt. Wenn eine 
dieser Stützen plötzlich entfernt wird, wie groß ist der Druck auf 

jede der beiden andern Stützen? (Wal ton.) 
700. Eine homogene elliptische Platte, 
deren große Achse horizontal ist, wird in ihren 
beiden Brennpunkten gelagert. Wenn die 
Stütze in F^ plötzlich entfernt wird, wird sich 
im allgemeinen der Druck in der übrigbleibenden Stütze F ver- 
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ändern. Welche numerische Exzentrizität muß man der Ellipse 
geben, damit diese Veränderung des Druckes in F nicht statt- 
findet? (Walton). 

701. Eine schwere quadratische Platte ist in zwei 
Punkten B und D ihrer horizontalen Kante an zwei 
vertikalen Fäden aufgehängt. Der Faden CD wird zer- 
schnitten. Wie groß ist im ersten Augenblick die 
Spannung des Fadens AB? (Wal ton). 

*702. Ein Balken AB = a vom Gewicht G 
ist an zwei gleichlangen Beilen in O aufgehängt. 
Das eine Seil wird durchschnitten; wie groß ist 
im ersten Augenblick die Spannung des andern 
Seiles? (Wal ton). 

703. Auf einem dreiseitigen Prisma liegt 
eine homogene biegsame Kette derart, daß ihre 
Mitte über der höchsten Kante des Prismas 
liegt. Das Prisma befindet sich auf einer 
glatten horizontalen Ebene. Welche hori- 
zontale Beschleunigung muß dem Prisma 

mitgeteilt werden, wenn die Kette im .yy/y.yy;yyyy^^y^yyy.y}y^yyyyl>yyyy 

Gleichgewicht verharren soU? Wmmmmmm>. 

*704. Ein glatter Keil vom Gewicht G, dessen Winkel 2 a 
ist, schiebt zwei gleichschwere Platten Gj 
auseinander, die auf einem glatten horizon- 
talen Tisch anfangs in Ruhe sind. Welche 
Bewegung machen der Keil und die Platten, 
und wie groß ist der Druck D zwischen ihnen ? 

705. Eine schwere Walze vom Halb- 
messer r, die auf horizontalem rauhen Boden liegt, 
wird einer konstanten Zugkraft P ausgesetzt, die am 
Umfang einer Welle vom Halbmesser a wirkt und * ^^"^ ^ -^^ 
unter einem konstanten Winkel a gegen den Boden 
geneigt ist. Man ermittle die Bewegung des Mittel- 
punktes der Walze, Wie groß muß der Reibungs- 
widerstand mindestens sein? (Budde.) 

* 706. Ein homogener Kreiszylinder vom Gewicht G und dem 
Halbmesser r ist in der Mitte seiner Achse an einen elastischen 
Faden SA geknüpft, dessen Spannung der Länge proportional ist; 
sie beträgt k für die Längeneinheit. Um die beiden Enden des 
Zylinders sind unelastische Fäden gewickelt, die in zwei gleich- 

8* 
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liegenden Punkten B des glatten Bodens 
befestigt sind. Man berechne: 

a) die Bewegung des Schwerpunktes 8 ; 

b) die Spannung F in jedem der bei- 
den horizontalen Fäden; 

c) wie groß muß das Gewicht G min- 
destens sein, wenn der Zylinder 
nicht vom Boden abgehoben werden 
soll? (Budde). 

*707. Auf einer rauhen festen Kugel vom 
Halbmesser b rollt eine andere vom Halbmesser a, 
die anfangs sehr nahe bei B in Ruhe ist, herab. 
Wie groß ist der Druck D und die Reibung R 
zwischen den beiden Kugeln in der gezeichueten 
Stellung? Wie groß muß die Reibungsziffer f 
mindestens sein ? Bei welchem Winkel qp^ verläßt die 

kleine Kugel die große? (Routh). 
708, Zwei zylindrische Walzen, 
deren Gewichte G^ und Gg gegeben 
sind, rollen zwei schiefe Ebenen 
hinab. Um die Walzen söhlingt sich 
ein biegsames, undehnbares Band, 
das über die Spitze der schiefen Ebenen geht und an 
jeder der Walzen befestigt ist. Wie groß ist die Span- 
nung S dieses Bandes und mit welcher Beschleunigung y 
gleitet es über die schiefen Ebenen? (Wal ton). 

*709. Ein schwerer Stab AB vom Gewicht G 
wird in nebenan gezeichneter Art auf eine rauhe horizon- 
tale Ebene gestellt und sodann fallen gelassen. Mit welcher 
Geschwindigkeit v erreicht B die Ebene? Wie groß ist der 

Druck in A während der Bewegung? Kann 
der Stab die Ebene verlassen? (Routh). 
*710. Drei gleiche glatte Walzen 
vom Gewicht G ruhen auf einer glatten 
horizontalen Ebene derart, daß die 
unteren Walzen sich anfangs berühren. 
Durch Stäbe AB und BC sind die Walzen 
miteinander verbunden. Mit welcher 
Geschwindigkeit erreicht die mittlere 
Walze die Ebene, wenn sie hinabfällt? 
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*711. Auf einer festen glatten schiefen Ebene, die unter dem 
Winkel a gegen die Horizontale geneigt 
ist, liegt ein glatter Keil mit dem Winkel /J? 
an der Spitze und auf dessen oberer 
Fläche ein Gewicht G. Anfangs ist B 
in A und G in C in Buhe. Wenn das 
Gewicht und der Keil der Schwere über- 
lassen werden, zu suchen: a) die Bewe- 
gung des Keils auf der schiefen Ebene; 

b) die Bewegung des Gewichtes auf der Keilfläche; c) die absolute 
Bahn des Punktes G; d) den Druck D zwischen dem Punkt G und 
dem Keil; e) den Druck D^ zwischen dem Keil und der schiefen 
Ebene. (Euler.) 

*712. Ein schwerer Stab 
AB = 2 a vom Gewicht G 
wird durch ein sinkendes GiB- 
wicht P über eine schiefe Ebene 
gezogen. Anfänglich ist der 
Stab in OC in Ruhe. Man 
bestimme die Geschwindigkeit v 
des fallenden Gewichtes P als Funktion des Winkels qp. 




11. Stoß. 

718. Eine Kugel von der Masse M^ stößt eine ruhende von 
der Masse Mg zentral. Nach dem Stoß bleibt M^ in Ruhe. In 
welchem Verhältnis stehen die Massen Mj und Mg? 

714. Zwei elastische Kugeln laufen mit gleicher Geschwindig- 
keit gegeneinander; nach dem Stoß bleibt eine der Kugeln in Ruhe. 
In welchem Verhältnis stehen ihre Massen? (Wal ton). 

715. Die Mittelpunkte zweier gleichgroßen Kugeln bewegen 
sich in derselben Geraden. Die Geschwindigkeit der stoßenden Kugel 
hat nach dem Stoß dieselbe Größe, jedoch entgegengesetzte Richtung. 
In welchem Verhältnis mußten die Geschwindigkeiten v^ und Vg der 
stoßenden und der gestoßenen Kugel vor dem Stoß gestanden haben ? 

716. Eine Kugel stößt eine zweite ruhende von doppelter 
Masse zentral. Die Bewegungsenergie beider Kugeln sinkt nach 
dem Stoß auf die Hälfte herab. Wie groß ist die Stoßziffer? 
Welche Geschwindigkeit besitzt die stoßende Kugel nach dem Stoß? 
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717. Die Mittelpunkte von drei elastischen Kugeln liegen in 
einer Geraden; ihre Massen sind Mj, Mg und Mg. Die erste Kugel 
stößt mit der Geschwindigkeit v^^, die beiden andern ruhen. Es ist 
Mj = 5 Mg. Nach dem Stoß bewegt sich die zweite Kugel mit 
der Geschwindigkeit — Vj. Wie groß ist die Masse Mg der dritten 
Kugel gewesen? 

718. Vier gleiche Kugeln berühren einander; ihre Mittelpunkte 
sind durch unelastische Fäden von beliebiger Länge miteinander 
verbunden. Der ersten Kugel wird eine Geschwindigkeit v^ erteilt; 
sie nimmt der Reihe nach die andern Kugeln mit. Mit welchen 
Geschwindigkeiten werden nach und nach die vier Kugeln laufen? 

719. Auf zwei gleiche Wageschalen vom Gewicht G werden 
zwei ungleiche Gewichte G^ und G^ aus den Höhen \ und h^ 
herabfallen gelassen. Mit welcher Geschwindigkeit c bewegen sich 
die Schalen nach dem gleichzeitigen Auf treffen der beiden Gewichte? 
Der Stoß sei unelastisch. 

720. Zwischen zwei parallelen Wänden, deren Abstand a ist, 
stößt ein BaU vom Durchmesser d normal hin und her. Man be- 
obachtet, daß in der Zeit t der Ball n mal anschlägt. Welche 
Geschwindigkeit hat der Ball zuerst gehabt? 

*721. Eine Kugel von der Masse Mj wird gegen zwei ruhende 
Kugeln von den Massen Mg Mg gestoßen; die Mittelpunkte aller 
drei Kugeln liegen in einer Geraden. In welcher Beziehung müssen 
die drei Massen stehen, wenn die letzte Kugel Mg die größte Ge- 
schwindigkeit erhalten soll? (Huyghens). 
^ ^ 722. Zwei gleiche Kugeln A und B haben 

Ql ^Q) tli© Entfernung a voneinander und sind in Ruhe. 

Eine dritte gleiche Kugel C wird in normaler 
Richtung zu AB derart auf B gestoßen, daß sie A 
zentral trifft. Nach welchem Punkt t> muß der 
Stoß gerichtet sein? 
723. Auf eine in Ruhe befindliche Kugel stößt schief eine 
gleichgroße. In welcher Richtung muß der Stoß erfolgen, wenn die 

Geschwindigkeit Vj der stoßenden Kugel nach dem Stoß auf — Vj 

herabsinken soll? 

724. Auf einen Ball A, der mit der Geschwin- 
digkeit V läuft, wird ein zweiter B mit gleicher Masse 
und Geschwindigkeit zentral gestoßen. Welchen 
Winkel a müssen die beiden Geschwindigkeiten mit- 





Ö^' 



\ 



stoß. 119 

einander bilden, wenn der Ball A durch den Stoß um 90 '^ aus seiner 
Kichtung gebracht wird? 

725. In einer geraden Rinne befinden sich r gleichgrolBe ela- 
stische Kugeln hintereinander, von denen jede n mal soviel Masse 
hat wie die nachfolgende. Die erste dieser Kugeln stößt mit der Ge- 
schwindigkeit Vj an die Reihe der andern; welche Geschwindigkeit 
erhält die letzte Kugel? (Bitter). 

7ä6. Drei Kugeln, die sich in einer 
Horizontalen berühren, werden in gleicher 
Höhe aufgehängt. Ihr Massen Verhältnis ist 
Mj = 2 Ma = 6 Mj. Die Kugel M, wird 
um den Winkel a , ^ 20 " erhoben und fallen 
gelassen; um welche Winkel Sg und ag 
erheben sich die Kugeln Mg und Mg, wenn 
die Stoßziffer k = 0,9 ist? 

727. Ein Eisenstab von 2 m Länge und 1 cm^ 
Querschnitt (Einheitsgewicht 7,8} ist an einem Ende 
O drehbar befestigt und schwingt aus horizontaler 
Anfangslage ohne Anfangsgeschwindigkeit in die 
vertikale Lage, wo er ein Gewicht Gg ^ 300 g 
stößt und auf horizontaler rauher Bahn (Reibungs- 
ziffer f = 0,08) fortschleudert. Welche Strecke x wird das Gewicht 
zurücklegen, wenn der Stoß unelastisch ist? 

728. Ein Steh vom Gewicht Gj und 
der Länge I ist in 0^ drehbar aufgehängt. 
Man läßt ihn aus der ruhenden Anfangs- 
lage I schwingen und in der Terdkalen 
Lage II au den Rand eines Würfels stoßen, 
der das Gewicht Gg, die Kantenlänge s 
besitzt und in 0^ drehbar gelagert ist. Die 



Stoßziffer ist k = 



2" 



Wenn der Würfel 



durch den Stoß zum Kippen um Og gebracht 
werden soll, wie groß muß a gewählt werdeu? 

729. Auf einen Balken, der um seine 
linie O schwingen kann und anfangs in Ruhe 
ist^ fällt am Ende bei A eine Masse Mj durch 
die Höhe h herab. Der Stoß ist elastisch. 
Welche Geschwindigkeit Cj besitzt die Masse 
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M| nach dem Stoß und welche Winkelgeschwindigkeit w^ der 
Balken? (Routh). 

730« Drei Stabe mit den Massen M|, M^, M, sind in O^ O^ O3 

drehbar gelagert und stützen sich in der nebengezeichneten Art 

. . Auf das Ende des ersten Sliibes 

Jw a. 4-—— Sl-^ /l JL stößt eine Kugel mit der Masse M 

'-?^===^=-Ä . Ai ^ ^ und der Geschwindigkeit V; welche 
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732. 




Greschwindigkeit c wird eine Kugel 
von der Masse m auf dem Ende des letzten Stabes erbalten, wenn 
die Stoßziffer k gegeben ist? 

731. Ein Stab OA, der um sein Ende O drehbar ist, fällt 

aus seiner anfänglichen Ruhelage durch den 
Winkel a herab und stößt auf einen festen 
horizontalen Stab B. Er prallt von diesem 
ab und eriiebt sich wieder um den Winkel ß. 
Wie groß ist die Stoßziffer k? 
Eine dünne rechteckige Platte, die um die Grerade X 
schwingen kann, wird in A von dner Masse ge- 
stoßen, die Vio von jener der Platte ist. Letztere 
schwingt infolge des Stoßes bis zur horizontalen 
Lage. Mit welcher Starke erfolgte der Stoß, wenn 
er als Yöüig elastisch vorausgesetzt wird? 
Eine gußeiserne Daumenwelle von d = 10 cm Dicke, 
den Halbmessern R = 30 cm, r = 20 cm, mit 
sechs Daumen von a = 10® Winkel, macht 
n = 10 Umdrehungen in der Minute und hebt 
hi^bei eine Stampfe von Gg = 15 "^ ruckweise. 
Welche Geschwindi^eit Cg wird der Stampfe im 
Augenblick des Anhebens erteilt? Der Stoß tritt 
in der Mitte des Daumens ein. (Einheitsgewidit 
des Gußeisens y = 7,5.) 

734. Ein in Translation mit der Geschwindigkeit Vi 
begriffener Stab stößt an irgend einer Stelle an ein festes 
Hindernis. Es ist die Geschwindigkeit der Stoß-Stelle A 
des Stabes nach dem Stoß zu ermitteln, wenn die Stoß- 
ziffer k gegeben ist. 

"^735. Eine ebene Platte von beliebiger 
^ -. Form fällt in horizontaler Lage herab und 

stößt bei H auf eine feste horizontale Quer- 
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Stange. Wie groß muß der Abstand x ge- 
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macht werden, wenn die Platte durch den Stoß die größte Winkelge- 
schwindigkeit erhalten soll ? Wie groß ist diese ? 

736. Die Masse M eines Hammers ist durch einen 
Stiel von unbekannter Länge x in O drehbar aufge- 
hängt. Die Masse des Stiels ist /u für die Längen- 
einheit. Wie lang muß x gemacht werden, wenn ein 
in der Mitte A von M eintretender Stoß in O keine 
Erschütterung hervorruft? 

737« Eine Kreisscheibe ist um die horizon- 
tale Gerade X drehbar. Ein im tiefsten Punkt A 
ausgeübter Stoß soll in der Achse X keine &- 
schütterung hervorrufen. In welcher Entfernung 
von O muß die Achse angenommen werden? 

*738. Man ermittle die 
Koordinaten des Stossmittel- 
punktes eines rechtwinkeligen 
Dreieckes, das sich um die ho- 
rizontale Seite a drehen kann. 

*739. Es sollen die Ko- 
ordinaten § und ri des Stoß- 
mittelpunktes eines Viertelkreises gerechnet werden , der um die 
Achse X drehbar ist. 

*740« Eine Dreieckfläche kann sich um eine Achse X drehen, 
die zur Grundlinie b = bj -|- ^ parallel ist und 
die Höhe h halbiert. Wo liegt der Stoßniittelpunkt 
dieses Dreieckes? 

741. Eine quadratische Scheibe dreht sich in 
einer horizontalen Ebene um ihren Eckpunkt A mit 
der Winkelgeschwindigkeit w. Plötzlich wird der 
benachbarte Eckpunkt B des Quadrates festgehalten ; 
mit welcher Winkelgeschwindigkeit cd' dreht sich jetzt die Scheibe 
um B? 

742« Drei gleiche Stäbe von der Lange a sind gelenkig ver- 
bunden und bewegen sich in geradliniger Translation mit der Ge- 
schwindigkeit V. Plötzlich wird der 
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Mittelpunkt von CD festgehalten. Nach 
welcher Zeit treffen sich A und B, wenn 
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die Bewegung in einer glatten horizontalen Ebene vor sich geht? 
(Routh.) 

743. Eine quadratische Scheibe dreht sich mit der Winkel- 
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gescbwindigkeit w um ihre Diagonale AC. Plötzlich wird die Ecke B 
des Quadrates festgehalten. Welcher Stoß wird hierdurch in B aus- 
geübt und mit welcher Winkelgeschwindigkeit w' dreht sich nach- 
her das Quadrat um B? (Routh.) 

744. Ein Würfel gleitet mit der Geschwindig- 
keit V auf horizontalem Boden und stößt auf ein 
Hindernis H. Welche Geschwindigkeit Cg nimmt 
sein Schwerpunkt nach dem Stoß an? Wie 
groß muß V mindestens sein, wenn der Würfel 
überkippen soll? 

745. Eine Masse M;^ wird in B an ein 
Prisma geworfen, das auf rauher Unterlage steht, 
trifft es in halber Höhe und bleibt haften. Wie 
groß muß die Geschwindigkeit Vj der Masses sein, 
damit das Prisma, dessen Masse dreimal so groß 
ist, umkippt? (Routh.) 





V. Das Rechnen mit Dimensionen. 

746. Die Geschwindigkeit eines Eisenbahnzuges beträgt 60 km 
in der Stunde; wie groß ist diese Geschwindigkeit in m/s? 

747. Wie groß wäre die Beschleunigung der Schwere 9,81 
m/s^, wenn man sie auf den Kilometer und die Stunde beziehen 
würde ? 

748. Eine Beschleunigung hätte die Größe 80 m/s^; in einem 
andern Maßsystem, in dem die Längeneinheit ein Kilometer ist, 
hätte sie die Größe 288; wie groß ist in diesem System die Zeit- 
einheit? 

749. Wie groß würde der Ziffernwert der Beschleunigung der 
Schwere g= 9,81 m/s^ werden, wenn als Zeiteinheit die Neusekunde 
eingeführt würde? (1 Tag = 20 Stunden, 1 Stunde =100 Minuten, 
1 Minute =100 Sekunden.) 

750. Wie muß das System der Grundeinheiten: Masse, Länge, 
Zeit verändert werden, damit der Ziffernwert einer Winkelbeschleuni- 
gung sich verhundertfachen soll ? 

751. Rechne den Wert einer Pferdestärke in englische Sekun- 
den-Fuß-Pfund um, wenn 1 engl. Fuß = 0,305 m, 1 engl. Pfund 
= 0,454 ^ (Krafteinheit) ist. 

752. Wieviele mkg/a wäre eine Pferdestärke, wenn das 
Kilogramm die Masseneinheit wäre, und nicht die Krafteinheit? 

753. Das Trägheitsmoment eines Körpers ist T in einem Maß- 
system, in dem das Kilogramm die Krafteinheit und der Meter 
die Längeneinheit ist; wie groß ist dasselbe Trägheitsmoment im 
C.G.S.-System ? 

754. Die Bewegungsenergie eines Körpers beträgt 64285,71 
Einheiten im Fuß-Pfund-Minuten-System ; wie groß ist sie im Meter- 
Kilog.-Sekunden-System ? (1 Fuß = 0,316 m, 1 Pfund = 0,56 \) 

755. Eine Spannung beträgt 600^ pro cm^; wie groß ist sie 
in Pfund pro ZoU^? (1 Zoll = 2,63 cm, 1 Pfund = 0,56 K) 

756. Die Steifheit eines Seiles ist nach der Angabe Gras- 

hofs S = (a . ^^ -|- b) d^, worin Q die Last am Seil, R der Krüm- 

mungshalbmesser, d die Stärke des Seiles, S der Widerstand sin-l. 
Welche Dimensionen haben a und b? 
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7 57« Für Hanfseil ist in voriger Aufgabe: a = 0,038, b = 
0,054, wenn Q in kg, R und d in cm eingesetzt werden. Wie 
groß werden a und b sein, wenn Q in Wiener Pfund, R und d in 
Wiener Zoll eingesetzt werden ? (1 Zoll = 2,63 cm, 1 Pfund = 0,56 K) 

758* Der Reibungswiderstand einer Rohrleitung wird nach 
de Saint- Venant durch die Gleichung gefunden: W = a7rdlv", 
worin a eine Konstante, d der Durchmesser, 1 die Länge der Leitung, 
V die Geschwindigkeit des Wassers, n eine Zahl bedeuten. Welche 
Dimension besitzt a? 

759« W ei 8 b ach gibt für den Reibungswiderstand in einer 

Rohrleitung die Gleichung: W = (a -j — ^)7i;dlv^ worin a und 

ß Konstante sind, d, 1, v dieselbe Bedeutung wie in 758. haben. Welche 
Dimensionen besitzen a und /?? 

760. Baumgarten hat vorgeschlagen, die Geschwindigkeit 

eines Flusses nach der Gleichung zu rechnen: v = au -f- }^ß-{''yii^ 
worin u die Anzahl der Umdrehungen eines Flügelrädchens in einer 
Sekunde, a, /?, y Konstante sind. Welche Dimensionen besitzen diese ? 

761. Die Geschwindigkeit eines Flusses wird nach Bazin 




durch die Formel gegeben : v°^®*®^ ^^1/ ß worin R eine^ Länge, 

"+r: 

J eine Verhältniszahl und zwar das Gefälle des Flusses, a und ß 
Konstante sind. Für Metermaß seien dieselben : a = 0,00028, ß = 
0,00035; wie groß müssen a und ß sein, wenn v in Wiener Fuß 
gerechnet werden soU? (l Fuß = 0,316 m.) 

762. Härder empfiehlt zur Berechnung der Geschwindigkeit 

eines Flusses die Gleichung v™®*®^ = {a-\- ß j/R) VR J, worin die Buch- 
staben dieselbe Bedeutung haben wie in Aufgabe 761. Für Meter 
ist a = 36,27, ß = 7,254 ; wie ändern sich diese Ziffern für Pariser 
Fuß? (1 m = 3,0784 Pariser Fuß.) 

763. Die vielbenützte Formel der Schweizer Ingenieure Gan- 
guillet und Kutter zur Berechnung der mittleren Geschwindig- 
keit eines Flusses lautet: 

a + c/n + b/J 
vmeter = L \ y j^ 

l + (ai+bi/J)^ 

yR 

worin R eine Länge, J eine Verhältniszahl (Gefälle des Flusses), 
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n eine Ziffer und a, b, c, a^, b^ konstante Werte sind. Für Meter- 
maß sind sie: 

a = a^ =- 23, b = b^ == 0,00155, c = 1 • 
Wie groß sind sie, wenn v in Wiener Fuß angegeben werden soll ? 
(1 Fuß = 0,316 m.) 

764. Für die Anzahl der zu einer Seiltransmission nötigen 
Seile gilt die Regel (vergl. K. Keller, Zeitschr. d. Ver. deutscher 
Ingenieure 1885) 

N 

A = 1250.-70- 
vd^ 

worin N die Anzahl der zu übertragenden Pferdestärken, v die Ge- 
schwindigkeit des Seiles, d seinen Durchmesser bedeutet. Man er- 
mittle die Dimension der Ziffer 1250. 

765* Die Höhe eines Dampfkessel • Schornsteins wird nach 
von Reiche (Anlage und Betrieb der Dampfkessel) nach der 
Gleichung bestimmt: 

hmeter = 0,00277 (^j +6d 

Hierin ist B der verheizte Brennstoff in Kilogramm pro Stunde; 
R die Rostfläche der Kesselanlage in m^; d der Durchmesser des 
Schornsteins in m. Wie muß diese Gleichung geändert werden, 
wenn Wiener Pfund und Fuß der Rechnung zugrunde gelegt sind ? 
(1 Wiener Pfund = 0,56 ^ 1 Wiener Fuß = 0,316 m.) 

766« Eine überschlägige Formel für die Höhe eines Dampf- 
kessel-Schornsteins lautet: 

k meter — ( 1 

— \40 + B/ 
und eine andere für den Durchmesser 



(Imeter _ 0,06 VB 

worin B die verzehrte Brennstoff menge in Kilogramm pro Stunde 
bedeutet. Wie ändern sich diese empirischen Gleichungen, wenn 
englische Pfund und Fuß der Rechnung zugrunde gelegt sind? 
(1 engl. Pfund = 0,454 ^ 1 engl. Fuß = 0,305 m.) 

767« Nach den Hamburger Normalien für Dampfkessel rechnet 
man den Durchmesser des Schraubenkerns nach der empirischen 
Gleichung 

d^^ = 0,045 y"? + 0,5 
worin P den Druck auf den Kern in Kilogramm darstellt. Wie 
ändert sich diese Gleichung, wenn die Rechnung auf englische Zoll 
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und Pfund bezogen wird? (1 engl. Pfund = 0,454 ^ 1 engl. Zoll 
= 2,54 cm.) 

768. Die Geschwindigkeit der Heizgase in den Heizkanälen 
für Dampfkessel wird nach der Gleichung gerechnet: 

B 



V 



m/s — 



R 36üOa 

Hierin ist B die verheizte Kohlenmenge in Kilogramm pro Stunde, 
R die Rostfläche in m^, r die aus einem Kilogramm Kohle gebildete 
Gasmenge in m^, a eine Verhältniszahl. Welche Dimension be- 
sitzt die Ziffer 3600 und wie ändert sie sich, wenn das Wiener 
Pfund und der Wiener Fuß als Einheiten eingeführt werden? 

769« Für die Ermittelung des notwendigen Querschnittes eine 
Sicherheitsventils dient die Gleichung 



f=15 



\ Po 



Po 

Hier ist: f der Querschnitt des Ventils in mm^ pro 1 m^ Heiz- 
fläche; Po der Dampf- Überdruck in Atmosphären; v das Volumen 
von 1 Kilogramm Wasserdampf in Liter. Wie wird diese Gleichung 
zu lauten haben, wenn alle Größen auf m bezogen werden, und 
wie wird sie lauten, wenn alle Größen auf mm bezogen werden? 

770« Der Luftwiderstand für die Stirnfläche einer Lokomotive 
kann nach Versuchen angenommen werden (v. Borries, Zeitschr. 
des Vereins deutscher Ingenieure 1904) 

W = 0,0052 V» 
wenn W den Widerstand für eine Tonne auf Laufachse und für 
1 m^ Stirnfläche, V die Geschwindigkeit in Kilometer für die Stunde 
bezeichnet. Wie ändert sich die Ziffer, wenn alle Größen der Glei- 
chung in Kilogramm, Meter und Sekunde ausgedrückt werden? 



Resultate und Lösungen. 



1. Graphisch : Wähle einen Kraftmaßstab (z. B. 2 ^ = 1 cm 
trage die Kräfte in ihrer Richtung auf und ziehe die Schlußlinie 
des Kraftzuges. 

Analytisch: Wähle ein beliebiges Achsenkreuz (z. B. P^ als die 
eine Achse), bilde die Teilkräfte von P^^ bis Pg nach diesen Achsen 
und addiere dieselben. Sind diese Summen A und B, dann ist 

R=yA2 + B2 = 5,66^ tg(RPi)=^, ^ (RP^) = 57050' 2'^ 

2. Grapisch: Zeichnen des Kraftzuges und seiner Schlußlinie 
(Kraftmaßstab nicht nötig). 

Analytisch wie in 1. Pg ist als Achse zu wählen. Es ist 
R = 6 Pj in Richtung von Pg. 

3. Aus P^ : Pg : P = sin ag > sin «j : sin a wird 

^ a , Pi— Pg 1 
cotg- = cotga, p ^^; 

= 60 « 50' 5", Pi = 209,67 ^ Pg = 109,67 K 

4. Suche die Mittelkraft der sechs Kräfte mittelst Kraftzug, 
nehme den neuen Angriffspunkt auf der Mittelkraft an und zeichne 
über ihr als Hypotenuse ein gleichscheiikeliges , rechtwinkeliges 
Dreieck. 

5. Die Grundlinie aller Kraftdreiecke ist P selbst. Die dritten 
Ecken erfüllen einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Verlänge- 
rung von P liegt und der die Strecke P im inneren und äußeren 
Verhältnis 1 : 2 teilt. 

6. Aus Pj : Pg : P = sin ag : sin a^ : sin a folgt 4 sin aj = 3 sin Cg 
und sodann aus ag = 2 Cj : öj = ^ (Pi P) = 48^ 11' 22,6'', «^ = 
^ (Pg P) = 960 22' 45,2". Endlich aus a = Ci + ög , 

Pi = -°^P= 1,7143 P 
und ebenso Pg = 1,2857 P. 

Witteiibauer, Aufgaben. 
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'J'_ -J^'J'. Resultate und Losungen. 

>- 4 -n -Tk sin X ^ _. sin a^ . - , « 

7. Aus Pj =R - — , P2=P. -; — K a = ai + x folgt: S = 

sin a sm a 

P. i — : Smin:=P furx = o; Smax = oofürx = ai — 180®. 

a, +x 
cos -^ — 
2 

8. Aus P2 = Pi« 4- P,» + 2 Pi Pg cos a folgt: 

p, = g =6^p,=--, "^^- =. =l5^ 

y 1 -[-m* + 2mcosa y 1 -j- m^-j- 2mcosa 

tti = 280 51'67^ a» = ll^B'S". 

10. Mittelkraft = P in der Diagonale DF. [Man füge in 
DF zwei sich tilgende Kräfte = P hinzu.] 

11. Mittelkraft R = Vieh^ + rS h = Höhe der Pyramide, 
r = Halbmesser des dem Fünfeck umschriebenen Kreises. R trifft die 
Grundfläche in jener Symmetrale, welche die kraftfreie Kante schneidet, 

5 

---- r von der Ecke entfernt. [Füge in der kraftfreien Kante zwei 

sich tilgende Kräfte = P hinzu.] 

12. R = 15,78, ^ (RX) = 820 43/ 3^5//^ ^ (R Y) = 
152031' 31", ^(RZ) = 1160 20' 3,5". 

13. Die Teilkräfte liegen in einer Ebene. 

P^ = ^^, P» =4^, Ps = PVS; ^ (PiP) = 1500, ^ (P,P) = 
V 3 y 3 

— 90«, ^(P8P) = 300. 

14. Pi = 0,2673 P, Pg = 0,5346 P, P3 = 0,8019 P; 
^ (Pj P) = 740 29' 55", ^ (P2 P) = 57041' 18", ^ (PgP) = 
36041' 57". 

15. Pj = P cotg — y 1 -|- 2 cos a [Zeichne das sphärische Drei- 

eck über die drei Kräfte P ; die Mittelkraft geht durch den Mittel- 
punkt dieses gleichseitigen Dreiecks.] 

16. Auf M wirkt eine Kraft = 4 k M Ä in der Richtung 
nach A, wenn k die Kraft des elastischen Fadens für die Einheit 
seiner Länge ist. [Wähle M als Mittelpunkt eines Koordinaten- 
kreuzes, dessen Achsen den Seiten des Quadrates parallel sind.] 

17. Ist d M = // d X ein Massenelement des Stabes , ^ die 
Masse für die Längeneinheit, x der Abstand von m, so ist die ge- 
suchte Gesamtanziehung 
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Resultate und Lösungen. J^g ^5 



a+l a+1 

dx kMm 



fkmdM , fdx 



:2 a(a+l)* 

Hierin ist k die Anziehung der Masseneinheiten in der Einheit der 
Entfernung. 

18. Nennt man dM = ^dz ein Massenelement des Stabes, 
fi seine Masse für die Längeneinheit, PCi=z den Abstand des 
Massenelementes von des Mitte C des Stabes, ferner 

^PmC = 9, Pm = x 
so ist die gesuchte Gesamtanziehung 

"dz 

3 



_ ?kmdM . f 

R = / 2 cos qp = k m /M a / - 



X 

und da x* = a^ -|- z^ 

T> - . - dz kMm 

R 



= 2 km //a / 

J ' 



(a2-fz2)»/« ab 

wenn m A = m B = b gesetzt wird. 

19, Ist dM = fi.Td(p ein Massenelement in P, die ganze 
Masse M = /u r . 2 a, ferner ^ Pm C = y, so wird die gesuchte Ge- 
sam tan Ziehung 



P== 



/k m dM km u f , 

—^ — cosqp = -— «^ / cos 9) d qp 



und P = 

20. x = — . 

n 



— a 

kMm sin a 



r^ a 



21. x= J^, .. 

y mj 4- 1/ mg 

22. Die beiden Gleichgewichtslagen liegen in m^ mg = a und 



y? '• 



sind von dem Mittelpunkt dieser Strecke um y — — ~- entfernt. 

Das Gleichgewicht ist unmöglich, wenn a<;2l/^-. 

1 r 

25. Es ist tgqp = — und sin y = -r-, woraus 

sm^q) = coßq), y = 51^50'; S = G(l + cos^) = 1,618 G. 
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2ß 39. Resultate und Lösungen. 

oa ^ miXi -I- m e x^+jn^ Xg m^y^ + «12 y^ + mg yg 

»»1 + n^2 + »»S n^l + "^2 + "^3 

[Projiziere die drei Anziehungskräfte auf die Koordinatenachsen und 
setze die Summe der Teilkräfte gleich null.] 

27. X = — „^ ° ; analog y und z» 

28. 2 x» = r', r« = a« + x« woraus x = 1,30 a. 

29. D = 4 8 =r-; — • [Schneide das Seil oben und unten durch 

K-j- r 

und setze jede Walze für sich ins Gleichgewicht] 

30. S, = P , ^-'"''^ 

sin y y a^ -|- b- — 2 a b cos y 
S = p a — b cos y 

sin y l/a^ -f- ^^ — 2 a b cos y 
31. A C: CB = G2 + Q2 — P« : G« + P« — Q2. 



P n/ a^ 

32. 7=r = 1/ ^ — yö (^^® Spannung im Seil ist Q.) 

33. tg-^ = 0,5, D = G. [Projiziere die Kräfte auf D und 

senkrecht dazu.] 

o>i T> i^ sin« T^ r^ l+cosa . . 

34. P = G --; ; ; , D = G , . ,- , (WlC 

1 -f- sm a + cos a 1 -j- sm a -[- cos a 

vorher.) 

Vkr 

35. Gleichgewicht findet statt, wenn CM =1/ -^ ^^^^ C M = 2 r 

k 
dem entsprechen W = G und W = ——^ — G. [Projiziere die Kräfte 

auf die Tangente und Normale von M.] 

36. An allen Punkten des Halbkreises ; überall ist W = 2 k r 
(Lösung wie vorher). 

37. b : h = 0,766. [Projiziere die drei Kräfte auf die Höhe 
des Dreiecks.] 

38. Ist a die Dreiecksseite, so ist r^ = 0,7265 a, rg = 0,6009 a, 
Tg =0,4410 a. 

39. a^-L-b^ = abc, W = ^-— . [Projiziere die Kräfte 

ya* + b* 

auf die Gerade und senkrecht dazu.] 
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Resultate und Lösungen. ^Q dJQ, 

p 
40. Hat die Parabel den Halbparameter p = -7^, so ist G 

an allen Stellen im Gleichgewicht; sonst nur im tiefsten Punkt. 
[Projiziere die Kräfte auf die Tangente in G.] 

4(b8 — h V "^ = b«— h« ' "'*™«g"<'°' wennb<h. 
[Projiziere die Kräfte auf AB und senkrecht dazu.] 

42. Für MMi = -^; W = bk. 

43. z = -— -; im besonderen x = 4 a. 

4 

44. sin y^ : sin cp2 = G2 : Gj. [Bringe in jedem Punkt die 
gleiche Fadenspannung an und projiziere die Kräfte jedes Punktes 
auf seine Tangente.] 

45. Die beiden Gleichgewichtslagen von M liegen in einer 
Geraden, die durch den Mittelpunkt des Kreises parallel zu Mj M^ 
gezogen wird. Die Widerstände an diesen zwei Stellen sind W = 
5, 071 ka bezw. W = 9,071 ka. [Projiziere die Kräfte des Punktes 
auf die Kreistangente und Kreisnormale.] 

46. In den Ecken des Sechsecks und in den Halbierungs- 
punkten seiner Seiten. 

47. H = G . -^-, D = -— y x2 + y2. [Projiziere die Kräfte auf 

Tangente und Normale des Hyperbelpunktes xy.] 

48. Ist 1 die jetzige Länge des Fadens, so ist die in ihm 
auftretende Spannung der Längenänderung proportional, also 

S = k(l-lo), 
ferner G = 2 S cos cp, 

49. m wird auf der Höhe des Dreiecks im Gleichgewicht 
sein. Nennt man h^ und hg die Abstände des Punktes m von der 
Grundlinie und Spitze, so ist zunächst nach Aufgabe 18 die Ge- 
samtanziehung der Grundlinie 

k m /f a 
K= — r 

hj c 

wenn m B = c und fi a die Masse der Grundlinie ist. 

Bezeichnet man ferner SP = z, Pm = x, -^PmS=y, 
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woraus 



^Q ß^. Resultate und Lösungen. 

-^PSm = a, dM = ^dz das Massenelement in P, so ist die Ge- 
samtanziehung der beiden Seiten b auf m: 

b 

^ ^ rk m dM ^ , r d z (hg — z cos a) 

R« = 2 / ^ — cos cp = 2 k m a / -z-^—. — \^ ^. — -jr 

^ J x^ ^ '^y (h2*4- z2— 2h2Zcosa)'/« 



_ 2kmiib 

woraus R. = ;; — - — . 

hgc 

Setzt man nun R = R^, so wird 

hj : hg = a : 2 b. 

50. Mittelkraft ist gleich Q, rechts von der gegebenen Kraft 

P 

Q, ihr parallel im Abstand -p- . p. [Drehe das Kraftpaar P p und 

verwandle es.] 

51. Zuerst behandle man die gegebenen neun Kräfte mit 
Hilfe des Seilecks. Sodann suche man die Mittelkraft der drei 
Kräfte und setze sie mit dem resultierenden der drei Kraftpaare zu- 
sammen, wie in Aufgabe öO. . 

54. Suche erst die Lagen von P^g und P34 aus den gegebenen 
Verhältnissen, zerlege sodann P in diese beiden, sodann P^g in Pj 
und Pg, P34 in Pg und P^. 

55. Suche die Mittelkraft der drei gegebenen Kräfte und zer- 
lege sie in die gegebenen Geraden. 

p 

56. Ist Pj = Pg -|- Pg = — -, SO kann die Lage der Mittel- 

P 

kraft von Pg und Pg gezeichnet werden. Ihre Größe ist ---. 

57. Ist z. B. die Lage von P^ und Pg gegeben, so ist wegen 
P^ : Pg = 1 : 2 auch die Lage ihrer Mittelkraft P^g bekannt, und 

P 

wegen P^g = Pg = -— auch die Lage von Pg zu ermitteln. 

59. Ein Kraftpaar, dessen Moment gleich der doppelten Poly- 
gonfläche ist. 

60. Alle drei Teilkräfte sind gleich P ; ihre Richtungen sind 
BC, DC, DA. 

61. Die Mittelkraft ist 2S, vertikal aufwärts, rechts vom 
Quadrat, um S von dessen Mittelpunkt entfernt. 

62. Mittelkraft 7,14^ ihre Gleichung: y= 3,67 x — 5,22; 
Drehungssinn gegen den Uhrzeiger. 
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, Resultate und Lösungen. 



63-71. 



63. Mittelkraft 2P, Richtung von CD, außerhalb des Sechs- 

1 
ecks, ^AC von CD entfernt. 

64. Mittelkraft = — 4 ^, ist 19,25 m von P^, 6,25 m von P5 
entfernt und ihnen parallel. 



65. Entweder cos a^ = cos a 



s 



ng + 3 
4n 



cos a^ 



n 



2 



2n 



oder cos«! = — cosa3== +.— "j/n^ -)- 3, cos ofg = ^' [Projiziere die drei 

Teilkräfte auf P und senkrecht zu P; bilde überdies die Momente um Ag.] 

66. P:Q = 5,8284, Mittelkraft 6,8284 Q. 

67. Ein Kraftpaar mit dem Moment M = 12,0288 k r». 
[Rechne die genaue Länge der Fäden nach der Verdrehung; ihre 
Kräfte wirken dann tangentiell an die Walze.] 

68. R = Pl/3^ Richtung BA. 

69. Der Mittelpunkt liegt zwischen C und O, 0,526 a von C 
entfernt; a = Fünfeckseite. [Drehe die fünf Kräfte um 90®, suche 
ihre Mittelkraft und deren Schnitt mit OC] 

70. Der Mittelpunkt liegt außerhalb des Dreieckes auf P^, 
um 3,732 a von A entfernt. [Drehe das Kraftsystem nach rechts 
und nach links, jedesmal um 60 ^ suche die beiden Mittelkräfte und 
bringe sie zum Schnitt.] 

71. Die Gesamtanziehung der rechten 
dM Seite auf die Punktmasse links dM^ in Rich- 
tung von a ist 

/" kdMdM^ 



dM, 



I 




¥>\ 



T Ob 



I 

\ 



cosy 



oder mit 






a 



d M = /u . d y, cos y = — , x^ =: a^ -|- y^ : 



1-2 



ak 



/idM^ i 



dy 



kjudMj 



(2? + y")". 



a 



1 — z 



+ 



■)/a2 + (l — z)ä ~Va'2+z^ 

— Z 

Setzt man dM^^^dz und integriert von z=o bis z = 1, so er- 
hält man die Gesamtanziehung 



R = 



2k^g Tz d z 



'2 + z2 

worin M = ^ 1 die Masse einer Seite ist. 

- 135 - 



2kM»//-2--2- X 



'J'2 80. Resultate und Lösungen. • 

a G 
72. sin cp = -T- . j:^ — j— pr , O M = b , Kugelhalbmesser = a. 

b G -f- ^i 

[Setze die Summe der Momente um O gleich null.] 



73. Druck in A = G T/l + ^cotg^ a, 



b a 

Druck in B = G . — cotg a; tgqp = -r- tg «• 
', a D 

[Löse den Druck im Gelenk in einen vertikalen und horizontalen 

Teil auf.] 

74. p = G^^-^^, A=G 

a cos (ß — a) 



b cos a cos ß 



a cos iß — a). 



B = G . - . ^^^ " 



a cos (ß — a) 

[Bilde die Momente um A und die Horizontal- und Vertikalpro- 
jektionen der Kräfte.] 

5 

75. P = — y 1 r^ tg op. (Bilde die Momente um O.) 
6 

cos et 
76. . S = G , . " — r. [Zeichne die Drücke in A und B 

2sm(a — w) 

und bilde die Momente der Kräfte um deren Schnittpunkt.] 

1 



77. cos cp = 



8r 



a + i/a^-f 32r2 



, A=Gtgy, C = G * 



2r 



78. S=-f^(l-^l = 0,203G, B = 0,868G, 

97r + 4 

[Zerlege den Druck in B in einen horizontalen und vertikalen Teil.] 

79. P = G sin — , A = G cos — , cp=—, [Die Spannung in 

BC ist P; bilde die Momente um A.] 

80. Es sind drei Lösungen möglich : 

I. (jp = 0, A = B = -^=, 

1/2 

h G _ 

II. und III. cos (f = -— , A = -— : (cos qp + sin y), 

B =-— = (cos w +. sin cp). 
V2 

[Wähle die Druckrichtungen in A und B als Achsenkreuz.] 
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Resultate und Lösungen. Qf Qi ^ 

81. »,f=-(/^^A=G^.F = G.^|.p=H.,^ 
Parameter. [Bilde die Momente um A und benütze die Polar- 
gleichung der Parabel r = , , , worin A F = r.l 

^ ^ l-f-cosy ^ 

82. S = G^^,W = G, a) = 2/J. 

sm ö TT 

83. A = G . fi^, ,B = G . f"^^ . 

sm (a + ß) sin (a -{- ß) 

84. 9) = 30^ [Bilde die Momente um O.] 

85. tg\p = -^ cotga, D = (G+Gi)cosa, Di = (G+Gi)sina, 



S = y G^ sin^ 05 -|_ Gi^ cos^ a. [Wähle A O B als Achsenkreuz.] 

86. Man erhält für z die Gleichung: 

z* — 2 z ^ (k sin q) -\- cos (p) -f- z ^ [(k^ — 1) sin^ (p -}- k sin 2 q)] '\- 

2 z cos q) (k sin y cos y -j- 1) — cos* y (k* -j- 1 -j- k sin 2 y) = O. 
[Bilde die Momente um den Mittelpunkt der Walze und projiziere 
die Kräfte auf die Stabrichtung.] 

87. Der Druck in B ist senkrecht zum Stab und hat die 

Größe G — cos^a. 
a 

Der Druck in O besteht aus einem horizontalen Teil 

1 



G - sin a cos^ a und aus einem vertikalen Teil G 
a 



1 cos^a 

a 



9 

88. Die Kräfte A und G, B und C bilden zwei Kraftpaare, 
deren Momente sich tilgen. Hieraus folgt bereits: 

A = G, B = C = G^cosa. 

b 

^^: ''~2Q- 

90» Es sind zwei Lösungen möglich : I. qp = o , R = 0. 

IL cos q) = , R = 1/ 4 P* — 7~T^^- [bringe in A den Druck 

R nach beiden Seiten normal zu EC an und bilde die Momente 
um C und D.] 

91. X = __^ — -, [Das Fußende A jedes der beiden 

l^Gi + Ga 
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Q2 103. Resultate und Löaungen. 

Stäbe erhält einen horizontalen und einen vertikalen Druck; die 
horizontalen Teile müssen einander gleich sein.] 

92, cosy = 1/---. [In C üben die Stäbe horizontale gleiche 
Drücke aufeinander aus.] 

93. s = G^^-^S. 

csyc" — r« 






98 



Qar 

»5. _Gg^«-G,cotg<? 

Gg + (ji 

AIS i Gg r. COS c. + Go r„ -|- Gl 'i COS a, rrj.,, ,. 

96. cotg flp = — 5^ ^^ -*-J ^ai — 1_ 1 1. rBiide die 

^ — Gj Tg sin O3 -|- Gl tj sin Cj 

Momente um O.] 

•'• ^ = 2^in« « + (^ + ?) *« "• t'^'*^*' ^**^ ''* *"''* 
Kräften ausgesetzt: der Fadenspannung, dem Druck der Walze, 
dem Eigengewicht, dem Bodendruck und dem horizontalen Gelenk- 
druck in O.] 

. Q > 2 G 1 1 — -p- I . [Bringe die Drücke zwischen den 

Kugeln und dem Zylinder an und bilde die Momente um den 
rechten Fußpunkt des Zylinders.] 

G3+ G, V P-1^^' ^ '^^ ' ^'" 

Kugelhalbmesser. [Bilde die Momente um O.] 

100. ^'-^~=rl^^+ iV [Die Stäbe üben in O horizon- 
cosg) 1 \2Q ' / 

tale Drücke aufeinander aus.] 

P 1 r 

101. - = — -3^^-. A = 0, C = Gi, D = G+ Gl. 
[Der Schwerpunkt der Stange muß in C sein,] 

102. cos ^ = -— sin g) — cos qp = - ^ cos a cos {a-\- xp-\-(p); 

OC=r, -^A0B = 2a. [Die Spannung in BC ist Q. Bilde für 
Stab und Halbzylinder die Momente um O.] 
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^ - = 'g^g:'^-']/y 



Resultate und Lösungen. JL03 108 



103. %f = feG,=,,„-„^ 



Ga' ^ cos a cos (a + y)' 



2 cos'^ a 
D = G + Gl + Q. 



tg a + öp) 
. 2 cos^ a 



G r 2 r 

104. cos cp = -z^ — sin op + ^p- cos 2 op, 

(jr a 1 

2aG 

cos qp cos qp ' 

105. tgyi=-^^^, tgy2 = 



2 G^a/ ^^^ 2 G2a2 
sini/; = y [fj (1 — sin y^) — rg (l - sin ^g)]- 

106. Bezeichnet man *^B0C = 9), BiOCi=9)i, so ist 
a = h (cotg (p -\- cotg cfi) und aus der Gleichheit der Horizontal- 
drücke in O folgt : G 1 sin 2 qp sin y = G^ Ij sin 2 qp^ sin y^. Hieraus 
können cp und y^ gerechnet werden; es ist dann 

X = h cotg q), Xj = h cotg qpj . 

107. tgß = tga(l + ^ 

108. Zunächst ist aus den in Aufgabe 88 angeführten Gründen : 

Aj = Gl, A2 ^= Gg, Bi = Cp Bg = Cg. 
Bildet man die Momente der Kräfte, welche den Zylinder bean- 
spruchen (Eigengewicht, Drücke der Stäbe und der Unterlage) um 
seinen Mittelpunkt, so folgt überdies 

Bi = Ci = Bg = Cg. 

Bildet man die Momente der Kräfte des Stabes A^ Ci um Aj , so 
folgt Gl . li cos ij& = Gl . 2r (Moment des Kraftpaares) 

und für den .andern Stab 

Gg . lg . sin <^ = Cg . 2 r, 

woraus tg ^ = ^ * 

Gg lg 

und jeder der vier Drücke 



1 Gl Gg Ij 1 



2 



2 r 1/ Gl li" + Gg 1/2 
- 139 - 



j^QQ 134:. Resultate und Lösungen. 

110. 78 = 0,369 a. 

111 _ b^ + c» _ a(a4.2c)^ 

1±±. ^B — 2(a + b + e/ ^^""2(a-fb-f-c)- 
112. 78 = 0,789 a. 

_ 2b« + ab7r + a^ 

^ ^ - 2 b (b sin a + a a) -f- a* (1 — a cotg a) 

4 (b -f- c) sin a 4- 2 a a 

4 (a + 8111 «) 
llß __ ag + b' — c» + 2bc ^a^ — b^ + c« 

117. ys = -g- (a — b) i^^ — cotg a j , x« = -^ (a — b). 

118. Xs = o, yg = 

TT 

^^^ sin 2 a(l •{- 2 COS a) — TT sin2a+ 2 a 

Ulf. Xg — r — 

sin 2 a (1 + 2 sin a) A- n sin^ a — 2 a 

N = 2 sin a [tt sin a (1 -j" cos a) + 2 a (cos a — sin a)]. 
120. ys = 1,5488 r. 

123. x^ + — X = 2 + -— . [Der Halbmesser des kleinen 

'3 -27 "^ 

Kreises ergibt sich gleich - .] 

3 

128. Xs = y8=--a. 

129. yB=/ga. 

130. y3=Aa(4-y3). 

131. 73 = 5,95. 

132. ys = 8,89. 

133. ys = 14,88. 

134. y8 = 6,19. 
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Resultate und Lösungen. 135 155. 



Xs = 


= — 


er« 


• 


R«- 


-r"* 




Xs = 


= y» 


a 


10- 
12- 




V — 


4 


R»- 


r» 


sin a/g 



135. 73 = 19,8. 

136. X8 = 9,87, y«- 50,15. 

137. xs=2,21, ys = 3,S8. 

138. X8 = 4,86, y8=- 4,46. 

139. y8= 11,99. 

140. 
141. 

142. -«— ^ R2_r2 a ' 

143. ys = 23,8. 
144. 

sin^ a cotg ß{2 ß — sin 2 /?) — sin^ ß cotg a (2 a — sin 2 a) 

^* "■ ^ * sin2 ^ (2 a — sin 2 a) — sin« a (2 /? — sin 2 /?) 

4r(r + (J) + 2(a-(J)(2r-fa)+|(J2 

145. X8 = y8 • ;j(2r + c)) + 8(a-d) * 
[Angenähert, wenn man die Ansätze als Rechtecke behandelt.] 

146. Xs=2,14, y8 = l,18. 

147. Xs =-Tr, y8 = ;^- .r. 



148. X8=r(- 1), ys= ^. 

\o7i I n 

149. X8= -r, y8= . 

5 TT 

-■ BfA 6 R» — 8 R r2 TT + 8 r3 

150. ys = -^ . 

91/3 R2— 12r2 7i; 

TT (R - r) (R + r — a) 



151. Xa = 



78 = 



'2b + 7r(R + r — a)' 

(R — r) [TT b + 4 (R + r — a)] 



2b + 7r(R-[-r — a) 
152. X8 = 9,76, y8=2,54. 

^^. 2a sin^a (1 + 2 cos^ a) 

154. ys = -^ T- ^-. -. 

3 4 a — sm 4 a 

155. X = ^ (3 - l/^). 
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j^56 1.74!. Resultate und Lösungen. 

156. In einer Geraden ; es ist O Sg : O S^ = 2 : 3. 

3 3 

157« Parabel-Segment : Xg = — a, yg = — b. 

5 8 

3 3 

Ergänzungsfläehe : Xg = — a, yg = — b. 

158. Mache O A = A M, AB 11 OX, dann ist AS =- A B. 

ö 

4 a 4b 

159. Xg = --- , yg = -— ; a, b Halbachsen der Ellipse. 

on oTi 



4 a^b — »1^ bj 



Xs 




%n 


• ab- 


H 


b, 


1 


i,0 


1 ( 


Xs 




2 
3 


a 

71—2' 


Jfi 


; 


2 

' 3 71 


b 


2 


Xs 


— 


ys 


256 
315 


a 










Xs 


— 


a 
5' 


b 

^^ 5 


"• 










Xs 




ayr 
2 


8a 

^71 


ys 


— 


5 

— a. 
6 







160. 



161. x. = 



162. 



163. xs = 
164. 

5 

165. Xg = - a, ys = 0. 

166. Xa = — , ys = 0. 

4 

167. xs = Y» yB=-g. 

168. 1// = 590 36V2'. [Der Schwerpunkt der Fläche muß 
vertikal unter A liegen.] 

r 

169. tang g) = 2,172 y. [Der Schwerpunkt des Zylinders muß 

in der Vertikalen durch liegen.] 

170. A=29,5^ B = 31,5^^. 

171. A=:155,5^ B = 189,5^. 

172. A = 2200 ^ B = 2800^^. 

___ nl p^a-fPgJa+b) 

1^^- ^-m + n "Pr+Pe + Pa • 
174. Sind X^ Yj, Xg Yg, X3 Y3 die liorizontalen und verti- 
kalen Teile der Drücke in A, B, C, so gelten die Beziehungen 
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Resultate und Lösungen. 175 182. 

Y Y Y M Pi ^2 "r -^2 P2 ^1 

p V V "P V ?L?1 ^ — ^2 P2 ^ 

^1 - ^1 - ^2 - ^2 - ^8 - — acg + b ci • 

175. Suche aus P zuerst den Gelenkdruck in C, sodann aus 
C die Belastung Q. 

176. Der Belastungspunkt liegt in der Vertikalen durch den 
Schnittpunkt von AC mit BD. 

177. tg a = ( 1 -f- 2 ^M . tg /? ; hierzu kommt 

1 = 2 a cos a + 2 b cos /J. 
[Benütze die Gleichgewichtsbedingungen für die Gelenke C und E.] 

178. Auf jedes der drei Gelenke C, D, E wirken drei Kräfte 
(Last und Stabspannungen), deren Kraftdreieck sich schließt Die 
Summe der drei Lasten muß Q sein. 

179. P:Q=9:2; B = P, D = Q. [Bilde die Momente 
um C.] 

4 2 

180. tgcp = — , Q = -— P. [Zerlege Q in zwei Teile X in 

o 15 — 

Richtung DH und Y in Richtung D F, bilde die Momente um C, woraus 
zunächst 2P=12X-|-9Y; sodann mache Q* = X* -f- Y^ zu einem 

Minimum, d.h. X d X + Y d Y = O; es wird X = -^- P, Y = ^P, 
woraus tg y = ^- und Q zu rechnen sind.] 

181. B == G V- -7—^, cPi = a; 

b sin a ^^ 



r b ' b^ sin^a 

b — a cos y 

tgqpo == --. 

^ acosy cotga 

G 



182. V = -^+qyb2 + h2 = 325k, 



H = ^[G + ql/b2-l-h21 = 366,7k R =]/h2 + ^' = 430,2 k, 

Neigung von R gegen die Wand : a = 58^30'. [Betrachte A, B und C 
als Gelenke, bringe die horizontalen und vertikalen Drücke in ihnen 
an und benutze die Gleichgewichtsbedingungen für A B und B C.J 
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J^ÖQ 194-. Resultate und Lösungen. 

*®^' 7 + g; 2 > "^ > ¥ ~ g; 7 ~ *• [^'"^ ^'* **°' 

mente um die beiden möglichen Kipppunkte des Achteckes am Boden.] 

184. n"l"^^^^"Q(^ — n)* [^^1^® ^^® Momente um die 

beiden möglichen Kipppunkte des Sechseckes am Boden.] 

185. A Oj : Ol C = 5 : 2. [Bringe die Drücke in A, B, C an und 

bilde die Momente um O, und O2 ; man findet zunächst A = B = - -, 

51/3 
C = G —z—, woraus obiges Verhältnis folgt.] 
6 

186. A=|^G, B = G, 0= — ^G (der Stab BC 

5 25 

drückt nicht auf die Walze, sondern sucht sich von ihr zu ent- 

24 
fernen) ; smxfj = ——, [Zerlege B in einen horizontalen und verti- 
go 

kalen Teil und wende auf die Stäbe A B und B C die Gleichgewichts- 

bedingungen an.] 

~K~ 

2 Trry 



187. R=]/r2 + 



188. - = ^tv!!"t-^~ t [^er Schwerpunkt der 
y (b-f a)(3c-]-b — a) . ' 

Mauer muß über der Mitte von a -f- b -j- c liegen.] 

189. X = r l/Y. [Der Schwerpunkt des Körpers muß in O sein.] 

190. x = rl/3. 

191. x3 = 4 ^ (R — r) [ 3 h« — 2 (R2 + Rr + r«)]. [Beachte, 
daß der untere Teil des Körpers, sowie die Flüssigkeit ein Zylinder ist.] 

192. Xj = 1, Xg = - , Xg = — ; allgemein Xn = — . [Beginne 

a o n 

mit dem Gleichgewicht der obersten Stange.] 

193. a2 -f 3 «2 = b« 4- 3 /?2 = c2 + 3 y2. [Fälle von O das 
Perpendikel auf das Dreieck und berechne dasselbe; der Fußpunkt 
ist der Schwerpunkt des Dreiecks.] 

194. tg a = 1 1 H" p^ ) '^Sß' [Benütze die Gleichgewichtsbe- 
dingungen der Knoten G^ und Gg nach Anbringung der unbe- 
kannten Stabspannungen ; diese sind aus der Rechnung zu entfernen.] 

- 144 



Resultate und Lösungen. 195 300. 



195. x = ?|r, B = |g, S = |g. 



196. In A und B: P.^, 
in C und D: P 



1 



ya^ + d/— d2 

(Sowohl erstere wie letztere bilden je ein Kraftpaar, dessen Arm sich 
aus der Zeichnung ergibt.) 

Ä -^ 

197. 




198. 8 = 82 = 83 
__ Q 

81 = P + Q. 

199. Gleichung der Ge- ^ 
raden 8j in bezug auf das 

Achsenkreuz X Y : ;-- -! = 1 

b ' n 

Gleichung der Geraden 83: 

Schnittpunkt M beider Geraden: 

2 m n 
Xi = . 




yi=^- 



b n + m 



n — m' •" 2 n — m 
Momentengleichung um M: 

P 71 + (S - Q) . (- X, ) + 81 . + 82 . = 0, 



woraus 



4 \ m ' n / 



200. Q = -;:-, W = Py^, tgy=2l/3; 
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2P 

^1/3 

Wittcnbaiier, Aufgaben. 



10 



^Qj[ 204:. Resultate und Lösungen. 



Si=- 



G a ^ Q a ^^ 

— rr , Dft =^ O^ = -jr - , Do = Ok = — zr 

V3 " * 1/3 ' ' V3- 



201. P=2Q, D = QV5, tgy=3; 

Q 



Si = Q, Sg 



^> 



V2 



8Q Q a 3 Q 
3 = O5 = T-^, 04 = T^. 



202. A = J(3l/5-l). B = P.|(l + |/5). 



83 = ^? 



S5=-P 



4l/3 

74-1/15 



— • 



21/15 
^1/0"+ 1 



S, = + P 



2y3 

3 1/5"— 1 



/15 




203. Si = 4-P. 
s - ^ 

s7 =+yV3: 



S2 = + F. 



e.=+l- 



S3 =0. 




89 = 0. 
204. Setzt man A B = y, so ist : 

y2=a2 + — -}-ab. 



Q = P 



b (a + b) 
2ay 



P a + b 

O, = Ö9 = -— • 

}f2 7 

' ' 1/2 7 

P a+b 



83 = S7 = 4" 



Q cj P a + b 

^4 = ^6 — — "2 Y * 
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s. = + P "^'-+ " 



2ay 



Resultate und Losungen. 305 308. 



205. 8,^8, =-P.^'^^^^ |P|1 

8in 2 a 4 



-VI)- 



So = S, 



'2 



= — Ö814K 



^ " ' * ' sin 2 a 
= + 24 186 K 



3 

8 



^3 = ^5 



i/T 



Q + P 



Bin (a — 60) . sin (a + 60) 



sin 2 a 



S, = - 



1 



Q + P 



8l/8 



= + 22 424 k 



V3 



Q + 2P-sm(a— 60) 



1 

y3 



Q+f (V«-V3) 

= —14 990 ^^. 




206. Auflagerdrücke : 

A = B = 600^ 

Hj = Hg = + 750^^. 



81 = 82 = — 808^ 
V = P = + 600i^. 






'>§, 



Lösung 206. Lösung 207. 


Lösung 208. 


207. A — B — 326^. 

Zj — Zg — 4-514^. 


81 r~ 8g — 689 K 

Y — -^32bK 


208. A — B — 5000^^. 

Sg — — 5333 k. 

D— 2033 ^ 
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81— 7467 K 

Z — + 5950^«^. 

V — + 4666^ 

10* 



OAO 211. Resultate und Lösungen. 




209. A = B=|P. 

81 = 84 = 88 = 8,1 = — 





2P 

1/3"" 



S2 — ^10 — ~r 



y3 



S^ = Sq = Bq = -{- 

Sg = 87 = 0. 
210. A = B = 2P. 



2P 

y3 



3P 



2 sin a 



3P 

84 = ^cotga. 

^ - JL 

•Oft — ^ . 

^ 2 Sin a 

S6 = -{-2Pcotga. 

83 = — 2Pcotga. 
^^ ' 2 sin a 

811 = + p. 

211. A = B = 2P. 

Si = 83 := 89 = 813 = 

= — 2P. 



3P 



cotga. 



a 

ir 



S4 


Sio 


= 0. 






85 


8,_ 


Su 


— — 


-P. 

1 


s« 


-S, 




2P. 


ir 
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Resultate und Lösungen. 212 214:. 



212. A = B = 

Si = — 3,1623 T. 



2 ^^• 



S,= 



2,2361 T, 




S,= 



+ 5,5903 T. 
— 1 4,2304 T. 

213. A = B = Q=10T. 



S.= 



s 



6 



— 4,0312 T. 
4- 17,5 T. 






7 V 5 
^-Q = — 8,238T. 



So = 



'2 



1/74 
19 



Q = — 4,526 T. 




7 V 101 
^^^+ 22 Q = + 31,976T. 



S, = --^^|^Q = -- 30,046 T. 

^' == + ~ 2^ ^ = + ^'^^ '^• 
Sß = — 3,5 Q = — 35 T. 

214. A = ß = 7,2 T. 

Si= — 13,915 T. 
83 = — 11,666 T. 
D = — 2,811 T. 
Zi = + 11,354 T. 
Z2 = -I- 6,308 T. 
P = -f 6,000 T. 
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315. 316. 



Resultate und Losungen. 



215. Rechnung: Für die Winkel findet man: 

a = 67» 30', ß = 330 41' 24". 

Auflagerdrücke : 
A = 6232^ B = 9768^^. 

Spannnngen : Si = — A . -; — ;: — ^ — = 
^ ^ ^ sin(a — ß) 

= — 9320^^. 

cj , . cos a 

©2 = -f- A . -r 




sin (a — ß) 
= + 4286 \ 

S3 = — 2 S4 cos a — Pj (]/~2 — 1) = 

= + 4133^^. 



84 = --: 



sm a 



r — h 



Piy2 



r — hl/2 2 

= — 7023 K 



85=82 



Sg = 



Sß . 



hl/2 



2 y 2 r cos a sin (a — ß) 
^'^^ = + 6852^^. 



= — 665^ 



A — 



Ö7 —"" öl 1 ' öfl • 



r — h 1/2 



08 = - 



11 •-'6 

1 



sina 



B. 



2 / 2 r cos a sin (a — /?) 
r — h P3I/T 



r~hy 2 



2 



= + 1777 k 



= — 8483 K 




So = - 2 Sg cos a — P3 (V 2 — 1) = + 3179 1^. 

^ ^ cos /? 

S^o = — B. . ^=—14606^ 
sin(a — /?) 



811 == + B- 



cos a 



sin (a — /?) 



= + 6718^^. 



216. A = 13,049 T. 
B = 9,049 T. 
Si = — 3,016 T. 

82 = + 9,538 T. 

83 = — 7,176 T. 

84 = + 5,742 T. 

85 = — 8,179 T. 

- 150 - 



Resultate und Lösungen. 



217-321 



217. A = 

B = 

83 = 

83 = 

84 = 

85 = 

218. A = 

B = 

s» = 

Sj = 

219. A = 

B = 

8x = 

83 = 

83 = 

84 = 

85 = 
8e = 

87 == 



3,33 T. 

6,0 T 

+ 9,14 T. 

— 10,42 T. 

— 8,22 T. 

— 11,30 T. 
+ 5,81 T. 

8T. 

11,314 T. 
+ 4,472 T. 

— 4T. 

— 4T. 

+ 4,472 T. 
+ 5,657 T. 

— 8T. 

— 8T. 

6T. 

10 T. 

+ 18,144 T. 

— 19,829 T. 

— 7,453 T. 
— 16,564 T. 

— 9,792 T. 

— 22,400 T. 
+ 13,581 T. 



220. A = 600J^. 



= — A 



cos/J, 






& 


A 








> 


^^ 


s. 








/^ 


3^ 






/ A 


> 




83 = 



B 



Zi = + A 



■ sm(ai— ft) 

cos/Sg 

* sin(a2 — /Ja) 
cosa^ 

■ sin («1 — /?i) 



B= 1400 k. 
= — 2419 k. 

= — 3500 \ 

= + 2184''. 



\ = 



+ B 
D = 




221. A = 



cos Oo 

• ---7 — Srr= + 2524"'. 

sm (ttj — /i/a) ' 
Z^ sin /?! + Zg sin /J^ = P = 2000 ''. 

P.^^^=5,6T. B = P.^=2,4T. 
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Resultate und Lösunp:en. 



S= — 



P(a+b)2 
L 1^ sin a 




= — 17,667 T. 

Si = V^.:t j ^ = + ^&>288 T. 



L 1 sin a 
"^ ^ L 1 sin a 



g = Pa(a4-b) 
* L Ij sin a 



= + 6,552 T. 



— 7,571 T. 



H = _P.i(«±^=-2lT. 



bh 




222. A = 

B = 

Si = 

Sg = 

83 = 

85 = 

06 = 



9,25 T. 
10,75 T. 

— 20,930 T. 
+ 15,806 T. 
+ 12,259 T. 

— 25T. 
+ 9,375 T. 
+ 18,370 T. 

— 24,324 T. 



223. Rechnung. Für die Winkel findet man: 

a = 37<> 52' 30". 
^=190 26' 24". 
r/)=130 25'll". 

Auflagerdrücke : 
A = Rl'"i°L+_32)=235^ 




4 cos a 

. sin (a+ 30 )1 

sin 30 

4 cos 05 J 

= 712^^. 
R = Fl + Pg + P3 = 800 \ 



sm (p L 



Spannungen ; 

Schnitt I, 



cos S 
Drehpol D: Sj = — A ._.--— ^^ = - 700^^. 
^ sin (a — /y) 



Dreh pol C: Sg = A — . 



cos a 



sin (05 — /?) 



= 4- 586 \ 



83 = 0. 



84 = 81 = — 700^ 
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Resultate und Lösungen. 



224. 



Schnitt II, Drehpol X : 85 = -^i . Sg == + 234 1'. 
Drehpol E : S« = A . - \- = -[- 422 k 

a U 




Schnitt III, Drehpol F: 

^^« = ~ ^n^rzzf^ sin (/? -f 9) - P3 sin f/J + 30)] = - 741 K 

Dreh pol G: 

^'' = + sTn(a^j ^ sin(a + (jp)-P3sin(a+ 30)] = + 117^ 

Schnitt IV, Drehpol B : Sg = — Pg . sin (a + 30) = — 371 k. 
Drehpol F: Sg = Sjo — Pg cos(a+ 30) = — 892^^. 
Schnitt V, brehpol Y : 

^ f sin (a + 30) (Pg ^ — ^^ 



S. = 



sin(« — /?) . 
+ B.^sin(a4-9) 






2h 



-<■)+ 



= + 815^. 



224. Rechnung. Für die Win- 
kel ergibt die Rechnung folgenda Werte : 
a= 520 17' 48" 
ß = 46^ 13' 0" 

y=: 28^57' 18" 
d= 120 58' 58" 
e = 24« 1' 35" 
fi == 390 50' 5" 
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324. 



Resultate und Lösungen. 



t/;= 1420 59' 27" 

§=75<>31'21" 
Auflagerdrücke: p = 4,86 m , A ^ 



^ = 50' 28' 4 t" 

A== 1090 28' 16" 
^ = 70« 12' 55". 

P . ^ = 1945 K 



^P P + 1- 



B = P. 



= 5945 K 




Spannungen : 

Schnitt I, Drehpol C: S. = A . ^^^ =.+ 5296 K 

^ sin o 



cosa 



DrehpolD: S^ = - A . -'^!^"t-^= — 3621 1^. 

sin o 

Schnitt II, Drehpol E: S« = B . ^^^^f^ + y ) ^^^ i 3143 k, 

sin y ' 

Drehpol C: S. = — B . ^^ = — 8498K 

sin }' 

Schnitt III, Drehpol D : 

S, = - P . 5-^:"i - S, .^^^4'^ + 1) = _ 5077 K 
^ dsm^ sin 17 

Drehpol E: 

d Sin ^ sin ^ ' 
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Resultate und Lösungen. 225. 226 



Schnitt IV, Drehpol E: 



83== A 



S, = A. 



1 — c cos (/? + y) , _, c sin y 



d sin 



9^ 



d sin q) 
Drehpol C: 

b cos a sin (ij + cp) 

Sin 7] ^ sint] 



1184:K 



Schnitt V, Drehpol D: 



^ _, e sin r 

Sa = — P. , . r = — 10978^ 



^ * ' d sin ;i 

225. A==13,628T. 
Si = + 6,932 T. 
83 = — 3,612 T. 



B== 11,033 T. 
82 = — 19,64 IT. 
8^ = + 13,166 T. 




85 = + 11,236 T. 8^ = 

87 = — 1,241 T. 83 = + 20,618 T. 

226. A = 21,244 T. 
B = 41,244 T. 
Si = + 50,118 T. 

82 = — 53,886 T. 

83 = — 22,162 T. 

84 = + 43,502 T. 

85 = — 8,535 T. 
Sß = — 48,548 T. 
87=— 12,059 T. 
Sg = + 33,063 T. 
Sg = — 18,624 T. 

810 = — 39,128 T. 

811 = — 4,475 T. 
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6,541 T. 

80 = — 23,723 T. 




22*7 - 235. Resultate und Lösunp:en. 

227, Die Mittelkraft geht durch den Mittelpunkt der Kugel 
und ist gleich dem Durchmesser. 

228. Die eine Kante ist die Summe der beiden anderen. 
[Nimm eine Ecke des Parallelepipedes als rechtwinkeliges Achsen- 
kreuz an und bilde die Summen A, B, C der Teilkräfte nach den 
drei Achsen und die Summen der Momente U, V, W um diese 
Achsen, Wenn eine Einzelkraft übrig bleiben soll, so muß die 
Bedingung 

AU + BV-f-CW = o 
erfüllt sein.] 

230. R = VF\^^Y% = 14,422 K 

P P 

S = p ^ p sin a = 8,653 mkg. 



tg«i = D- = v *ga2 



^2 _ 3 , _ Pi _ 2 

Nennt man A C = p^, B C = pg , so ist 

Pi : P2 = *g «1 • *g «2 = 9 : 4, pi -f- p2 = p = 1,3 m, 
woraus p^ = 0,9 m, pg = 0,4 m. 

231. Beide Kraftpaare haben das Moment 

232. Die Zentralachse des Kraftsystems geht durch A und 
steht senkrecht zur gegenüberliegenden Fläche. Ihre Einzelkraft ist 

R = P ]/ 6 (Mittelkraft der in A zusammenstoßenden Kräfte P), 

p a y ^ 

ihr Moment ist 8 = (Mittelkraft der übrigen drei Kräfte P). 

233. R = 5,385 \ S = 47,538 mkg; a = 68» 12^ ß = 90^ 
y= 1580 12'; p = 14,054m. 

234. Ein Kraftpaar vom Moment 44,721 mkg; seine Achse 
liegt in einer zu AB parallelen, zur Bildfläche senkrechten Ebene 
und achließt mit AB einen Winkel ein, dessen Tangente gleich 

-- ist. 
2 

235. Ein Kraftpaar vom Moment 2 P a V 3 in einer zu A ß C 
parallelen Ebene. [Gruppiere die zwölf Kräfte nach den drei 
Quadraten des Oktaeders; die Kräfte jedes dieser Quadrate bilden 
zwei Kraftpaare vom Moment Pa; die Achsen dieser Paare sind die 
Achsen des Oktaeders.] 
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Resultate und Lösungen. 336 24:1.. 

236. Q2* = Pi^ + 3P22-fQi2; die Richtung von Qg geht 
durch C, liegt in der Ebene ACD und schließt mit Pg einen 

P 

Winkel ein, dessen Cosinus gleich 2 ^ ist. fQg muß die Mittet- 
kraft von P^, Pg und — Q^ sein; um deren Größe zu finden, 
wähle in A ein rechtwinkeliges Koordinatensystem; die Teilkräfte 
nach den drei Achsen sind : P^ cos a, — Q^ und Pg -|- P^ sin a = 2 Pg. 
Dann ist Qg^ die Quadratsumme dieser drei Größen.] 

237. Vergleiche die Bezeichnungen in Aufgabe 228. Aus 
AU + BV + CW = folgt a4-b + c = 0; 

R = -i/A^ + B^-f c^ = p y^ 

cos (R X) = cos (R Y) = cos (R Z) = 



1/3 



S = l/U^ 4- V2 + W» = P y a« + b^ + c»; 

R~ V 3 

238. Vergleiche die Bezeichnungen in Aufgabe 228. Soll die 
Dyname durch gehen, so muß A : B ; C = U : V : W sein ; nun ist 
A = Pi, B = P2, C = P3; U = P3b, V = PiC, W=P2a, woraus 

Pj ; Pg : Pg = |^änb~2 : f' b c« : f^ cä». 



239. P = G 



a sm q) 



2 y b^ + a^ sin " '^'^ 

"b« 



für Pmax ist t2 - =1/ « . . o- 
™*^ ^2 r a» 4- b2 

[Die Fadenspannung, welche B zurückzuziehen sucht, hat die Rich- 
tung der Sehne B Bq.J 

240. R=2Pl/y, Srrr-l-yyPs. Die Achse trifft die 

o 

Linie B D im ersten Drittel von B entfernt; sie ist der Ebene ACGE 
parallel und schließt mit B F und A C Winkel a^ a2 ein, für welche 

gilt tgai = - , tga2=V'2. 

y2 

241. Das Kraftpaar jeder Seitenfläche des Polyeders kann 
man durch Kräfte ersetzen, die in den Kanten wirken, durch die 
halbe Kanteulänge gemessen werden und positiven IJmfahrungssinn 
der Seitenfläche geben. (Vergleiche Aufgabe 59.) Wenn man dies 
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24:3— 24:8. Resultate und Lösungen. 

für jede Seitenfläche durchführt ^ wirken in jeder Kante zwei sich 
tilgende Kräfte. 

(P ^ 

242. tg — ^ ~T^. [Der Schwerpunkt des Kegels muß in 

den Kugelmittelpunkt fallen.] 

r 

243. X = —zr^ . [Der Gesamtschwerpunkt des Körpers muß 

in den Kugelmittelpunkt fallen.] 

244. D =-=, H = [Behandle jede Kugel für sich; 

l/6 31/2 '^ \ ^ 

die obere ist drei Kräften D und dem Gewicht G ausgesetzt; jede 
untere erleidet den Druck D, den Druck der Tischfläche W, das 
Gewicht G. und die Kraft H.] 

245. Si = -^ ^ t-_— . Druck ; S^ = _^-^-=_=^ Zug. 

[Behandle die Spitze der Pyramide und eine Ecke für sich wie in 
der vorhergehenden Aufgabe.] 

2a 

246. r = -T=^:, a == Halbmesser der Öffnung. [Der Druck D 

wirkt in den Verbindungslinien der Randpunkte mit dem Kugelmittel- 
punkt. Nennt man deren Neigung gegen die Vertikale a, so ist 

4 

D cos 05 = G = — - y r^ TT, 

3 

^ 4 y TT r* 

woraus D = — ^-^--, 

3 l/r» — a^ 

welcher Ausdruck zu einem Minimum zu machen ist.] 

. \y2 q2 

247. tang w = _ _ ^ _ i__ - zr, b = Grundlinie des 

^ 3l/r^(4a^— b2)^ a* 

Dreiecks , r = Kugelhalbmesser. [Der Schwerpunkt des Dreiecks 
muß unter dem Kugelmittelpunkt, die Enden der Grundlinie b in 
derselben Horizontalebene liegen. Lege eine Vertikalebene durch 
die Halbierungslinie des Dreiecks.] 

248. Wählt man das Achsenkreuz XYZ wie in der Figur 
angegeben, so haben die fünf Kräfte P G A B C folgende Teilkräfte : 



(P 




[0 


(0 







G 


A 


A 


B 


|o 




G 











[ — C cos a 


Y 


CO 


Z 


1 C sin a 
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Resultate und Lösunp;en. 



349. 



Ihre Angriffspunkte haben folgende Koordinaten: 

r 1 



B 









s 



2 
2 



Ja 
za 



xa = 



l/a(a+2r) 



a-j-r 



l/l2_ 



.2 



yA = e 



C 



z^ = - -yp-e« 

a-|-r 



a+2r 
a - — = a -j- r — r cos a 



yc = e 



a-f-r 

yMä+ 2"iy 



e^ 



Zß = r sm a 



worin cos a = — ; — , ferner 1* = e^ + Xa^ + za^ 

a-j-r ' 

^A • yA • Za — ^ ^c • yc • Zß. 

Die sechs Gleichgewichtsbedingungen lauten jetzt: 

^X = P — Ccosa=0, ^Y = — A + Y = 

2Z = — G + Z + Csina=0 

^(Zy — Yz) = — g|- + Cyc sin a + Aza = 

2 (Xz — Zx) = G -V Cr cos a sin a — C sin o (a -}- r — r cos a) = 

2(Yx — Xy) = Cyc cos a — Ax^ = 0, 
woraus sich ergeben: 

G 



G rl/P — e« 




A = 



er 



2 (a + r)-,/i2_eä 



Ka(a-4-2r) l/l^ — e» 



(a + r) 



2 



c = 



G l/P — e^ 



2 a + r • 

249. Das Achsenkreuz XZ liegt in einer vertikalen Ebene, 
Y ist horizontal. Die Kräfte P und Q und die Auflagerdrücke in 
A und B haben folgende Teilkräfte: 




?{? 





Q 



— Q sin a 


— Q cos a 


A 
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B 







;;2 
2 



250. 251. 



Resultate und Lösungen. 














B 










1 



Ihre Angriffspunkte haben folgende Koordinaten: 

( — a [0 

P| QI r AI 

|b |q-(J 

worin d eine kleine Strecke bedeutet, die vernachlässigt werden kann, 
wenn a nicht viel von 90® verschieden ist. 

Die sechs Gleichgewichtsbedingungen lauten jetzt: 

2- X = — Q sin a + Xi + X2 = 0, 

:^Y = P+Y, + Yg = 0, 

V Z = — Q cos a + Zi = 0, 

-i' (Zy — Yz) = — P b — Q r cos a — Y2 1 = 0, 

^(Xz — Zx) = — Q q sin a + X2 1 = 0, 

.^(Yx — Xy) = — Pa + Q r sin a = 0, 

woraus sich ergeben: 

r 
P = Q sin a 
a 

Xj = Q . - — —^ sin a 

r / l 
Yi = Q -- 1 cos a 

Z^ ^ Q cos a 

Xg = Q . sm a 

Y2 = — Q y y- sin a + 



a 



sin a ] 



B 



cos a 



Z2=0. 



250. S 



_ß ^ « dS — -?^--- -^- - 

'' Vfd 1/3 12 - a2 ' - ' 2 ' (3 P - a^) '- ' 

[Die beiden Spannungen S in A haben eine Mittelkraft S^ = 2 S cos 30® ; 
bilde von S^ und G die Momente um O und setze ihre Summe 
gleich null.] 

251. Nimm die Ebene der Platte als XY -Ebene an, die 
Normale in A nach aufwärts als Z- Achse, dann ergeben die Gleich- 
gewichtsbedingungen, wenn man XYZ die Teilkräfte des Wider- 
standes in A nennt: 

X = 0, Y + Qcosa=0, Z — Q sin a — P + D = 
— Qlsina -f-Dy = 0, Pb — Dx=0 
woraus wegen x^ -f- y^ = e^ : 
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Resultate und Lösungen. 252—255. 

D= — i/P»b* + Q«l«8in«a=4,27^ 

C 

Pb ^ ^„ Ql sina ^ „^ 
x= — = l,87m, 7=^^^ = 2,34in, 



, X=0 
A Y= — Qcosa = — 4,33^^ 
' Z = P + Q sin a— D = 2,23 \ 



A = yY2 + Z2 = 4,87^. 

252. Im Verhältnis 2 : 3. [Die Spannungen im Faden sind 
oben und unten die gleichen ; rechne daraus die Neigung des oberen 
und des unteren Faden Stückes gegen die Kegelachse.] 

253. Nimmt man auf der Blase ein Flächenelement in Form 
eines Kreises vom Halbmesser r an, so wirkt am Umfang desselben 
die Spannung S und es ist für Gleichgewicht 

(p — Pq) r* TT = S . 2 r TT . sin qp, 
worin q) die Neigung von S gegen, das Flächenelement ist. Es wird 

s = p~Pq ^ 



sin^ 



r 
und da der Grenzwert von der Radius R der Kugel ist: 

S = i-R(p-Po). 

254. Bildet man die Momente aller Kräfte der Platte um 
die Gerade BC, so wird für Gleichgewicht 



wenn s die halbe Sehne BC ist. 



Ferner ist x == R -}- r — l/R2 — s» — j/r^ — s». 

Q erhält den kleinsten Wert^ wenn s = r wird, also für 



x=:R-f r — l/R2 — r« 



R— l/R2 — r« 
ß 1 11 

255. X = — s, j ^^ -- s, C ^ - G. [Bilde die Momente 

XX XX mV/ 

der Drücke A, B, C und des Gewichtes G um AB und AD.] 

Wittenbaner, Aufgaben. 
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25ß 362. Resultate und Lösungen. 

256. a : b : e = Pj 1 : P2 m : Pg n. [Bilde die Summe der Mo- 
mente um die X - Achse 2 (Zy — Yz) = P2cm — Pgbn = 0; ebenso 
für die andern Achsen.] 

a 2 a 

257. 3: = -— oder — -. [Der Schwerpunkt der Platte hat die 

o o 

1 a ^^ X 
Entfernung -^-g g von der oberen Kante. Bilde die Momente 

um diese.] 

258. sin a : sin |(? : sin )^ = a : b : c. [Bilde die Momente um 
die durch A und B gehenden Halbmesser der Scheibe.] 

3 

259. § = — h. [Ist V die Geschwindigkeit eines Punktes 

des Dreiecks, w die Winkelgeschwindigkeit, y die Breite des Drei- 
ecks im Abstand x von der Achse , so ist v = xo) und der ge- 

h 

samte Luftwiderstand W = / v* y d x ; für die Momente um die 

o 

? b 

Achse findet man W§=/ v^xydx, worin y = — (h — x), 

o 

b = Grundlinie des Dreiecks.] 

thä*A T» ka" + 2 n4-l a 

261. n sin* a = {l -\-S cotg a){2 a — sin 2 a). [Bilde die 
Momente um eine durch O gehende, zu A B parallele Gerade. Nennt 
man Xg den Abstand des Schwerpunktes der Platte von dieser Ge- 
raden, so ist 

/ 2 a — sin 2 a\ 

1 71 r-^ 1 Xg = r TT cotg « ; 

aus der Gleichheit der Auflagerdrücke ergibt sich außerdem : 

X8= — (1 + 3 cotg a). I 

Entferne r und Xg aus diesen Gleichungen.] 

262. Ist d der Durchmesser des Kolbens, so ist 

p.^'=2k.Al = ki.Ali. 

Der Kolben senkt sich also um 

p 7rd* 



Ali = 



kl 4 
1(52 — 



Resultate und Losungen. 263 268. 

während sich der Zylinder um 

AI— P "'^^ 

hebt. 

263. Lege durch O eine beliebige Ebene; sind x die Ab- 
stände der gleichen Gewichte von ihr, so müßte 2x = sein, was 
für Gleichgewicht von O zutrifft. 

265. Xb = — ( 1 + cosa) ^3 3; R, r Kugelhalbmesser, 

2 a Winkel an der Spitze des Kegels. 

266. Verbinde die Spitzen S^ und Sg der beiden Kegel- 
flächen und suche auf dieser Geraden einen Punkt P, der die Strecke 
Si S2 im ViBrhältnis hg : — h^ teilt Verbinde P mit dem Schwer- 
punkt s der Grundfläche; der gesuchte Schwerpunkt liegt auf Ps, 
im ersten Viertelpunkt von Ps, von s aus gezählt. 

267. Schneide senkrecht zur X-Achse eine unendlich dünne 
Scheibe im Abstand x von O heraus; sind x, y, z die Koordi- 
naten ihres Schwerpunktes, so ist der Inhalt der Scheibe 

dV==4z}/r2— x»dx 

a 1 t' 

z = y + yxtgqp, V = ydV = ar27r; 

— r 

für die Koordinaten des Schwerpunktes ist dann 

Vxs = /x'.dV, Vys = /y.dV, Vz3 = /z'.dV, 

— r — r — r 

woraus : 

r« 1 

X8 = ;^tg9), 78 = 0, Z8 = g^(4a«-f r«tg». 

268. Schneide in rechteckige Scheiben parallel der Grund- 
fläche. In der Entfernung z von der Grundfläche hat eine solche 
Scheibe die Abmessimgen: 

X = a -| — ^- — z parallel zu a, 

y = -r- (h — z) parallel zu b. 
Der Rauminhalt des Keils hat dann die Größe 

V=/xydz = ^(a, + 2a) 
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209 376. Resultate und Lösungen. 

und der Schwerpunktsabstand Zg von der Grundfläche ergibt sich aus 

Vz3=/zdV mit z3 = ^-^^±^. 

269. Der Schwerpunkt halbiert die Höhe. [Rauminhalt des 
Paraboloides : — Tir^h, r = Halbmesser der Grundfläche, h = 

Höhe des Paraboloides. Schwerpunktsabstand des Paraboloides vom 

2 
Scheitel: -x-h.] 
o 

270. Schneide in rechteckige Scheiben parallel den Grund- 
flächen. In der Entfernung z von der oberen Grundfläche hat eine 
solche Scheibe die Abmessungen 

X = a^ -| r- — - z parallel zu a, 

y = bj^ -| r- — - z parallel zu b. 

Der Rauminhalt des Obelisken hat dann die Größe 

V = /xydz=A[ab-faibi+(a + a,)(b + bi)] 

und der Schwerpunktsabstand Zg von der oberen Grundfläche er- 

gibt sich aus V Zg = / z . d V 

h 2 a b + (a 4- aj) (b + b^) 



mit 



^8 



2 a b 4" a^ bj + (a -f. a^) (b + b^)* 



271. x3 = ^Ai2p,^ 

3 Pi + P2 

272. y8=^b. 

3 

273. Xs = ys = Zs = - r. 

3 

274. Abstand vom Mittelpunkt Xg = - - a. 

o 

09K _ ^ a^ + Sb« 

£1». ^» - y -j[2ipb^- 

276. e=---A4._^^';L^^.(L__i_j. 
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Resultate und Lösungen. 377^285. 

277 X = 1 3R^h« + 6rn(2h + l) + 8V(b + l) + 3Rg^ 
' 4 Ri2h + 3r21+2R2» 

278. Der Schwerpunkt liegt im ersten Drittelpunkt der Ver- 
bindungslinie des Kreismittelpunktes mit dem Mittelpunkt der Ge- 
raden CD. 

sin «/a -iVT^V* 
^^*' ^Wi^^vii)' ^^'""^ ^'' ^^ ^'^ Rauminhalte, 
Xj, Xg die Schwerpunktsabstände der Kugelausschnitte von der Ver- 
tikalen durch O, so muß V^ x^ = Vg Xg sein.] 

280. z* — 4 n z« -f 6 n2 z» — 4z + 1 = 0. 

OQ1 3V/2a \ 6V/, 3a\ 

281. x = ^- 1), y=^-^ 2 , 

__3Vr^ _4a 3a«^ 
^'""^["2 T"*" r2 

282. tg3r/) — »/8tg> + tgy — 3/8 = 0, 
woraus (p = 28® 44' 28" 

r cos 2 qp sin 2 qp 

^^ ~" "^ ~ T 2 — sin 2 y 
r 3 — sin* 2 cp 

^* ~ T 2 — sin 2 cp * 
[Verbinde die Schwerpunkte der Halbkugel und des Kegels; der 
Schnitt dieser Verbindungslinie mit O S ist der gesuchte Schwerpunkt] 

283. Um K zu suchen, verrücke M in Richtung der schiefen 
Ebene, bilde die virtuellen Arbeiten und setze ihre Summe Null. 

Um D zu suchen, verrücke M normal zur schiefen Ebene: 

cos/J 

2®*- ^= Q2 _,.2l^ ^2^py [Verrücke P und Q längs 

der Parabel ; die Verrückungen sind gleich groß. Benütze den Satz : 
die Arbeit eines Gewichtes ist das Produkt aus dem Gewicht in die 
Änderung seiner Höhe.] 

285. An allen Stellen der Parabel, wenn P = Q; sonst an 
keiner. [Verrücke in Richtimg der Parabeltangente und weise nach, 
daß die virtuelle Arbeit P . d r ist, wobei r = F P bedeutet.] 
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2gß 392. Resultate und Lösungen. 

AA4» T^ € + COS CD, ^ € + COS Cp« . i -n« 

286. P.— ^7 ^ = Q.-^^^ ^^, e = numensche Ex- 

sin ff^ sin ^2 

zentrizität der Ellipse. [Sind y^, yg die Ordinaten von P und Q, 
so muß Pdyi-["Q*^y2 = ö s®^°» ^® *®*' 

y = r sin cp, r = — r—^ > r = Fahrstrahl. 1 

•^ ^ l + ccosy ^ 

287. P : Q = sin qp : sin xp, [Sind h und h^ die Entfernungen 
der Gewichte von der Horizontalen, so muß bei einer kleinen 
symmetrischen Verrückung 2Pdh-|-Q.<^hi==0 sein ; es ist 

a , b ^, a dqp », b dtp 

2a b 

ferner die unveränderliche Länge des Fadens 1 = 1- 



d CD h cos* cp sintl; 
woraus ^ — ^ ^ 



dtp 2 a cos^ tp sin qp 

288. 



cos q> cos t/« 



cos <p ktfi 



q> Gb* 

289. Bei g) = 180« und bei siii^=^.^. [Drehe OB um 

a vT A a 

den Winkel dq>. Ist s = BC und h die Höhe von A über einer 
durch O gehenden Horizontalen , so ist G d h -f- Q ^ s = ; hierin 

ist h = a cos qp, s = 2 b sin — 

290. s2 + 2ascosa=^ ^'~yT''^ . [Verschiebe Q 

' P* — Q^ cos^ a 

auf der schiefen Ebene um ds nach abwärts, dann ist 

Q d (s cos a) — P . d X = 0, 
darin ist x* = O Q* = a^ -|- s* -f" 2 a s cos «.] 

291. T—y = 2. [Der Schwerpunkt von A B darf bei einer 

kleinen Senkung von A seine Höhenlage nicht ändern ; rechne seine 
Höhenlage von einer Horizontalen durch C] 

G a 

292. tang y =r — . — -7-T-. {Verschiebe A nach rechts, B nach 

(q^ a — j— b 

aufwärts.] 
A = G. [Verschiebe den Stab parallel zu sich nach 

aufwärts.] 
B = Q. [Verschiebe den Stab parallel zu sich nach 

links.] 
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Resultate und Lösungen. 293 297 



3/-r~ 



7 b 

293. cosqp= y — . [Verschiebe den Stab, ohne A und B 

zu verlassen.] 

A = QT/(-r-j — 1. [Verschiebe den Stab in seiner 
eigenen Richtung.] 

B = Q "1/ -^. [Drehe den Stab um A.] 

294. s . cos (a ->{- g)) = 3 d cos 2 q>. [Bestimme die Abstände 
x^, Xg, Xg der Ecken des Dreiecks von der Linie AB, dann hat 

der Schwerpunkt des Dreiecks den Abstand § = — (x^-j-Xj-j-Xg); 

mache d § = 0.] 

Die Drücke A, B, C sind unbestimmt, da sie sich in einem 
Punkt der durch den Dreiecksschwerpunkt gehenden Vertikalen 
schneiden. 

295. Sind ^^, ^2 ^^^ Schwerpunktsabstände von AB, so ist 

^j = R ysm 9^ + 3— cos (fj 

ferner Gi <^ ^1 + Gg d ?2 = 0. 

Aus geometrischen Gründen ist: 

(R-f- r)^= (b + Rcosqp -|"^cosi/;)^-["(^^^'^9^ — rsini/;)^. 

Differenziert man imd entfernt aus beiden Gleichungen d (p und d ip, 

so wird schließlich: 

R sin (qp -f- 1/;) -j- b sin 1/; Gg Sncosip — 4 sin xp 

r sui {q) -\- ip) -]- h sin <p G^ 3 tt cos (p — 4 sin 9) * 

296. cos* g) — 0,2 cos qp = 0,5. [Der Gesamtschwerpunkt von 
O A und A C ändert bei einer virtuellen Verrückung längs der Ecke 
B seine Höhenlage nicht Es muß also 

G . d 1 — sin 2 qp 1 -(- 2 G . d (r sin 2 qp — r sin y) =0 

sein.] 

297. Drücke das Gelenk C etwas hinab. Dann ist die Summe 
der virtuellen Arbeiten 

Q.dh + k(l — g.dl = 0. 
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Q0ß__ßQß Resultate uud Lösungen. 

Darin ist h die Höhe von C über AB, 1 die Länge des elastischen 
Bandes, k eine Elastizitätskonstante. Es wird 

Q = 2k(by2'— u 

298. Aus dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen erhält 
man zunächst: 

.(f ( — sina 1 + 2ad(asina-^asiny)-j-2ad(asin/y)=0 

oder '3 cos a . d a + 4 cos /? . (f /J ~pp cos y . d y = 0. 

Verbindet man damit die beiden geometrischen Beziehungen 

cos a -f- 2 cos /? -f- 2 cos y = 3 

sin a — 2 sin /? -|- 2 sin y = 
so wird 4 tg a — 3 tg /J — 7 tg y = 0. 

299. Verrückt man das Stangen-Ende C um ds nach rechts, 
so ist — D . d s + G . d h = 0, 

worin s == a cos a — b cos /? 

h = a sin a = b sin /? 

woraus D =^ G . — cotg a cos /?. 

c 

300. Bei einer kleinen Verkürzung des Fadens 2 x wird die 
Summe der virtuellen Arbeiten 

P.(— 2dx)-fk(2x — a)(— 2dx) — k(2y-a).2dy=0, 
worin x = a sin ^, y = a cos qp, k die elastische Anziehung für die 
Einheit der Längenänderung ist. Man erhält 

301. X ergibt sich aus der Gleichung: 

4 b« h» x« (12 — s2) = (s2 — x2) [1 (4 h» - 3 s«) — 3 X s«]», 
worin s die Seite, b die Grundlinie, h die Höhe des Dreiecks be- 
deuten. [Rechne die Tiefe z des Schwerpunktes S vertikal unter 
O aus dem Dreieck A O S und setze d z = ; den hier vor- 
kommenden Winkel OAS drücke durch SAC-|-CAO und letz- 
teren durch die Seiten des Dreieckes AOC aus.] 

302. P = G-!^^'^-f, G Gewicht eines Stabes. [Ver- 

sm(a — ß) 

schiebe A horizontal nach links und benütze die unveränderte 
Höhenlage von C, um eine Beziehung zwischen da und d/? zu 
erhalten.] 

303. Aus 2 P . d (a cos a) + Q . d (2 a sin a) = findet man: 

P = Q . cotg a. 
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Resultate und Lösungen. 304: 307- 

304. Zunächst ist 

P . d (a sin a -j- 1> cos /?) -|- Q • ^ (2 a sin a) = 0, 
woraus 

d a [2 Q, & coa a -{- ^ si cos a] — d /J . P b sin /? = 0. 
Sodann ist a cos a + ^sinj(y = c4-d 

woraus da.asina — d ß ,h cos ß =z Q, 

Durch Entfernen von da und dß folgt: 

p^ 2Q 

tgatgß—1' 

305. tgß = 2tga. [Bei einer Vergrößerung der Winkel a 
und ß wird: 

— 2 G . d (a sin a) + 2 G . d (a sin /?) + G . d (2 a sin /?) = 0, 
wenn G das Gewicht und a die Länge eines Stabes ist. Hieraus 
wird — cos a . d a + 2 cos /? . d /? = 0. 

Hierzu kommt die Beziehung 

2 a cos a = 2 a cos /? -[- 2 a, 

• ^ sin a . -, 
woraus d /? = - — - oaA 

* sin /? 

306. Legt man durch die festbleibenden Gelenke A und A^ 
eine Horizontalebene, nennt p und q die Abstände der Angriffs- 
stellen von P und Q von dieser Ebene, so ist 

P.dp + Q.dq = Ü. 
Aus p = a cos a -}- b cos ß 

q = — a cos a -f- c cos y 
a sin a-\-h sm ß = konstant 
c sin y -|- b sin y = konstant 
folgt durch Differenzieren und Entfernen von da, 6 ß, dy: 

p^Q tgy-tga 
^ tgß — tga 

307. Um die Verdrehung y von BC zu finden, projiziere 
den Linienzug ABC vor und nach der Verdrehung auf die Gerade 
EF und setze die Projektionen gleich; man erhält 

2a . w /.. q>\ 

sm y ^ -r- . sm -^- cos (45 ^ 1 

' b 2 \ 2 / 

und ebenso durch Projektion des Linienzuges ABD auf EG: 

sm = ^i— • sin ^ . cos I 45 + ~- 1 . 
b 2 \ ' 2 / 

Nennt man c und d die Längen der Federn nach der Verdrehung, 
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ßQ^ 310. Resultate und Losungen. 

so ist c = 1 -|- b (sin d + cos y — 1), d = 1 — b (sin y — cos d + 1) 
und die entstehenden Federdrücke: 

Fe = k (c — 1) = k b (sin d + cos y — 1 ) 
Fd = k (1 — d) = k b (sin y _ cos d + 1 ). 
Nach dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen ist 

Pa.dy — Fc.dc + FD.dd = 
und mit J c = b (cos d .dd — sin y . d y) 

d d = — b (cos y . d y + sin d . dd) 
a cos(45 — qp)^ 



cosy 
(45-4 
b cos d 



^^^^cos(45 + y)^^ 



ergibt sich 

P = kb (^s(45+9))[co8y--l + tgd(l+siny)J 

-|- cos (45 — q))[i — cos d -f- tg y (1 — sin d)] } 

308. f ^ 0,5 7 7 , W = -^-4^—. [ W ergibt sich, wenn man 

die drei Anziehungskräfte auf die Normale in m projiziert und 
addiert. Ist mm3 = x, so wird die Kraft, welche m nach mg treibt: 

K = 3 k ( X — — - 1 , sie ist am größten f ür x = r, K = — k r. Nun 

setze man die Reibung f W > K.] 

309. Für alle Werte von tgy zwischen 1 und 1,5. [Sind 
r^, rg die Entfernungen mm^ und mnig, so ist der Normalwider- 
stand des Kreises 

W = k, r^ cos y + kg rg sin qp 
und die den Punkt m bewegende Kraft 

K = kj r^ sin q> — kg rg cos (f. 
Man setze K ^ f W, woraus 

tg r/) 5 0,6 + 0,4 tg2 r/). 
Nun löse man die Gleichung auf; ihre Wurzeln sind die Verlangten 
Grenzen.] 

810. S = G . s^^ (y + g) — _^ . g^.^ f^ j^^g^ Winkel y 

cos(45 — -|--pj 

welcher der Gleichung tg ( 45 — ^ — ^ ) • ^g (9^ 4" p) = 2 genügt 

[Bilde die Projektionen der vier Kräfte in B auf Tangente und 
Normale und entferne den Druck aus den Gleichungen.] 
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Resultate und Lösungen. 311 ^313. 

a sina 
b sm ß 
[Um S zu finden, bilde die Momente der Kräfte um C. 
Ferner ist der Druck in C : W = S sin /? -|- P sin a, die Reibung 
R = S cos /? -[" P ^s ö^ 5 setze R = f . W und bestimme daraus f.] 
812. f = % ö, A = G (1 — sin a), B = G (1 + sin a), 

D = Gsm acosa, x = r . ). 

\sm a 3 TT cos a/ 

[Auf jeden der beiden Halbzylinder wirkt der Druck der Unter- 
lage, das Gewicht, der Druck und die Reibung in der Schnittfläche. 
Man bilde für jeden Halbzylinder die Gleichgewichtsbedingungen 
(Momente um A) und erhält: 

G cos a — A cos a — D = 

G sin a — A sin a — f D ^ 

G cos a — B cos a -(- D =r 

G sin a — B sin a -f- f D = 

4 
D X = G r (cos a — - sin a) = 

3 71 

4 
= B r cotg a — G r (cotg a -f - — sin a).] 

O 7X 

313. Nennt man D den Druck zwischen Stab und Halbkugel 
und projiziert die Kräfte der Stange horizontal, so wird 

D sin i/; — f D cos xp = 0, 
also die Stellung des Stabes: 

Nennt man x die Entfernung des Punktes O vom Druck D und bildet 
die Momente der Kräfte der Halbkugel um O, so ist 

G a sin 1/; — Dx = 0. 
Ebenso, wenn man die Momente der Kräfte des Stabes um A bildet: 

Gl 1 cos ?/; — D ( — ^- x ) = 

^ \8mip I 

woraus : 

Gar 

X = 



Gj 1 cos i/; 4" ö ^ sin ip 
Soll nun die Druckrichtung D durch S^ gehen, so muß 



X = 1 sem, woraus 

sm xp 
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Q14. 323. Resultate und Lösungen. 



■ = ,!^fÜ-|... 



814. f^tg^" 
315. f= ^ 



a . a 



Gy3-|-2Gi(l+y3)" 

a ^ 

316. sin w schwankt zwischen r und r- cos o, letzter Wert 

^ DD 

entspricht den äußersten Gleichgewichtslagen des Ringes. Für diese ist 

^ 1 cos cp _ -^ 1 cos flp cos Q 

b cos (q) + Q) b cos (qp + q) 

[S ist die Resultante aus Reibung und Druck in D. Für 

Reibung, Druck und Gewicht bilde die Momente um B, dessen 
Widerstand dadurch entfernt wird.] 

2 a — 1 sin a cos^ a 
[Bilde die Momente der Kräfte um A und setze die Summen 
der horizontalen und vertikalen Teilkräfte gleich Null.] 

818. Wenntgy<^-M^^. 

[Führe an den Stützen die Drücke A,B und die Reibungen f^ A 
(nach rechts), fgB (nach aufwärts) ein; rechne für Gleichgewicht 
das B und setze die Momentensumme um A gleich Null.] 

319. f = _ , € = numerische Exzentrizität der Ellipse. 

320. tgV' = 2+J,A = ^^^. 

[Bilde die Momente um B und setze die Summen der horizon- 
talen und vertikEden Teilkräfte gleich Null.] 

321. x=l(S,«-.). 
322 f = -^^ (^—''1)^1 Vi 

[Bilde die Momente um den Mittelpunkt des grösseren Halb- 
kreises mit dem Halbmesser r.] 

y'G* + f''(G + 2G,)« 
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Resultate und Losungen. 334: ^330. 

[Setze den oberen und unteren Halbzylinder für sich ins Gleich- 
gewicht und suche den Winkel (p, den die Verbindungslinie der 
Kreismittelpunkte mit der Vertikalen einschließt; man findet 



tg 



y = f ( 1 -| — — i I und X = 2 (r -[- Tj) sin (p — 2 r^.] 

824. D = G, , V+ gj^y Dl = Gl + D, 

^ 1 -^ Sin qp -f- COS qp ^ ^ ' 



cos (p COS q) 

^ ^ * 1 -f- sin qp -|- cos qp' 1 -f- sin q) 



D« = G,.-^^.^^ _-^, f = 



^ Gl (1 -f- sin y + cos (p) -f. Gg (l + sin 9))' ^ 
[Aus den Momenten um die Mittelpunkte der Walzen folgt 
zunächst f D = f^ Dj = fg Dg. Das Übrige ergibt sich, wenn man 
die Summen der horizontalen und vertikalen Teilkräfte für jede 
Walze gleich Null setzt.] 

825. P = G(2 + sin2p). 

[Der linke Würfel erleidet zwei Reibungen: links fD nach ab- 
wärts gerichtet, rechts fD^ nach aufwärts gerichtet; D und D^ sind 
nicht gleich.] 

326. cotg 9) = + f-^ ^"ti* — f] . [Bilde die Momente um O.j 

327. sin I . tg I . sin (| + pj = -^ cos q 
D = G —7- r-, Q == Reibungs Winkel. . 



sin^g^^te] 



[Bilde die Momente um O und projiziere die Kräfte eines Stabes 
auf die Vertikale. Der Gelenkwiderstand in O ist horizontal.] 

G cos ö 

828. cos (qp ± p) = ^ . sin (a ± p) . - - . [Führe auf beiden 

vjtq cos Ol 

Seiten die Fadenspannung ein und stelle für jedes der beiden Ge- 
wichte zwei Gleichgewichtsbedingungen auf.] 

329. y = 90±e, Si = ^:p-y S, = G . tg (a Tß). 

830. f = 1 ^ , D = 2 G , G -= Gewicht des Stabes. 

1^ 
[Der Gelenkdruck in H muß horizontal gerichtet sein. Bilde die 

Momente um O und die Projektionen der Kräfte auf die Vertikale.] 
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ßßj[ 334:. Resultate und Lösungen. 



331. Q = G 7- sin a cos a (f cos a — sin a). Q 



max 



tritt ein 



für tg2a=2tg(p — a). Hierin ist f = tgp die Reibungsziffer 
bei B. [Aus dem Moment um A ergibt sich zunächst der Druck 

T 

inB: G ^r— sin a cos a. Sodann nimm die Momente der Kräfte des 
2a 

Prismas um O.] 

332. Ist h die Höhe des Gestelles, x seine Breite, so wird, 

wenn man das Gestell etwas zusammendrückt: 

-Q.,,h_'^.,_..,-M±«!(-»., 

+ P(-»i)-G.t5 = 0, 
h = 2 a COS a, x = a sin a , a = Stangenlänge, 



woraus 



P = Q 



2tga + 



f + fi 



+ G 



tg a + - 



fi 



333. Die drei entstehenden Reibungen fP, fQ, fR in A, 
B, C stehen senkrecht zu OA, OB, OC und bilden untereinander 
ein Kraftpaar, da sie durch ein Kraftpaar hervorgebracht werden. 
Ihre Projektionssumme muß somit verschwinden, auch nachdem man 
sie um 90 ^ gedreht hat, d. h. denkt man sich die Kräfte P Q R in 
den Richtungen OA, OB, OC wirken, so müssen sie Gleichgewicht 
halten. O muß also derart liegen, daß 

sin (BOG): sin (CO A) : sin (AGB) = P : Q : R 

334. Die Stange wird von vier Kräften beansprucht. Ihre 
Teilkräfte nach dem gewählten Achsenkreuz sind: 

X 



Widerstand in : W 



Y 
Z 



Druck in A: 



d{o 



Reibung in A: 



R sin (p 
R <J — R cos (p 




Gewicht: 



G 



!ö 



— G sin a 
I — G cosa. 
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Resultate und Lösungen. 



335. 



Die Angriffspunkte dieser Kräfte haben die Koordinaten: 

r 1 



o^ 








rcos q) 





A 


r sin (p 


a 








sJ 



— r cos qp 



2 



rsin 



a 



y 



Die Gleichgewichtsbedingungen lauten: 

J? X = X -|- R sin y — G sin a = 0, 
2^Y = Y — Rcos9) = 0, 
^Z = Z + D — Gcosa = 0, 

2 (Zy — ' Yz) = — Y a -f- D r sin qp — G r cos a sin y 

2 (Xz — Zx) = X a — D r cos qp — G a sin a -j- 

-|- — G r COS a cos qp = 0, 
^(Yx — Xy) = — Rrcos^y — Rrsin2 9) + 

-f- -7~ ® '^ ®*'^ ^^^^ qp = 0. 

Hierzu kommt die Reibungsgleichung: 

R = fD. 
Die Auflösung dieser Gleichungen liefert: 

r sin ^ — a f cos <p = ri cotg a 

D = — sm a sin q> 

X = -^ G sin a (2 — sin^ qi) 

a 

Y = -;— sm a sm q) cos qp 
G 



= 0, 



-^ (2 f cos a — sin a sin cp). 



335. tang q) = 



ayr2 — x^ 
Tr (a — xp 



worm 



X = OP =-^ (a« + r2 — 12) 
o a 

D = — G cos y 
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336 34:3. Resultate und Lösungen. 

X = — j^ G X cos 9) 
Y = — - G X sin y cos y 

336. P = (p_l)'^-i*.^fi_'_G/-^ = 30.2''. 

' '4 a — fj r a — f^ r 

338. Hat Q von A die Entfernung x, von H die Ent- 

y 

fernung y, so erzeugt es in A den Druck Q . - ---—, in H den Zug 

x y a 
Q . — ; — ; in E und F wirken also die Lasten Q . — -. ,- und 

x + y ^ x + y b 

Q . — -r— , deren Momentensumme um O^ gleich Qf ist. 

339. P = ^-^5 . Q. [Bei einer Umdrehung rückt die 

2 K TT 

Schraubenspindel um h nach links , also die Last Q um h^ — h 
nach rechts.] 

340. Q = 6703 '^. [Aus 280^ . 7 m . sin 20® = Q . 0,1 m.] 

341. P = — ^^, G = -j~^—., worin 

ad b d 

b c a c 

a = sin (a + ß — Q\ b = sin (a — q) 
c = sin (a + /? — y — q), d = sin (a — y — q) 
P=73,8^ G = 100,8 k. 

342. f = ö-- log (tA =0,244. [Ist S die Spannung des 
horizontalen Seilstückes , so ist P = S . e^", S = Q e^", worin 

3 71 

a = — - der umspannte Bogen ist] 

343. Bezeichnet man mit Sj bis S5 die in den Seilstücken 
1 bis 5 herrschenden Spannungen, so bestehen die Gleichungen 

^1 + ^2 -|- S3 = Q, P = ? Si, 

S4 = P + Si = S S2, 85 = ^4 + ^2 = ? ^3- 

Hierin ist 'Q die sogenannte Rollenziffer (Verhältnis von Kraft und 
Last an der festen Rolle); infolge von Zapfenreibung und Seilsteif- 
heit ist diese Ziffer größer als eins. 
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Resultate und Lösungen. 34:4: 531 

Aus obigen Gleichungen erhält man: 

***• ' 4 • l e / ■ 2 + C" 

[Bezüglich ^ siehe Aufgabe 343.] 

[Bezüglich ^ siehe Aufgabe 343.] 

346. P = (TT^Q. '? = -iTP'- 

[Bezüglich t, siehe Aufgabe 343.] 

347. P = ?''Q, — =?*. 

a 

[Bezüglich ^ siehe Aufgabe 343.] 

' 348. p = Y^Q; C = ^2". 

[Bezüglich ^ siehe Aufgabe 343.] 

349. P = C'Q, Z = Qcosa(l + ^«). 
[Bezüglich ^ siehe Aufgabe 343.] 

350. Q = P--7- , ,r, ^^ , ^.,, = 3110^ 

r t%{a-\-Q) [tg (/? + pi) + fj] 

?; ^ 0,42, worin tg p = f, tg p^ = f^. 

Ist K die Kraft, die ein Keil in horizontalem Sinn ausübt, so ist 

Pa = 2Krtg(a + ß); 
ferner ist zum Heben von Q notwendig, daß: 

K = f [)«(^ + ?i) + f,].] 

351. Q_p COtg(«+e) -tgg^ [Der linke Keil übt auf 

cotg (^ — ^i) + tg ^2 

P 

das Mittelstück M eine Kraft K = — cotg (a -|- q) aus ; diese, um 

die Reibung ( — -f---ltgp2 verkleinert, drückt den rechten Keil 
nach aufwärts.] 

Wittenbauer, Aufgaben. 
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ß^2 3ÖÖ. Resultate und Lösungen. 



352. Nach der Zeit t==T/ p , worin 

P = Q[tg(a — e)-tge,], 

M die Masse des halben Piismas, tga = — bedeutet. Die Ver- 

a 

Schiebung unterbleibt für (i<Cq-\-' Qy [Suche aus dem Gleich- 
gewicht des Keiles die horizontale Kraft P desselben; der Keil 

wird durch P gleichförmig beschleunigt, der Weg ist -x-(a — b).] 

353. Mit Bücksicht auf Zapfenreibung und Seilsteifheit ist 
zunächst 4 P R = Q' (Rj + f ^ p^ + §), 

weil sich das Seil nur aufwickelt, ferner 

Q'=Q(l4-2fif-cos45«+y), 

weil sich das Seil auf- und abwickelt. Für Hanfseil soll | = 0,06 d'^ 
gesetzt werden. Es folgt: 

Q = 504 J^, Qo (ohne Widerstände) = ^^^ = 600 ^ ^ 

Güteverhältnis rj = ^- = 0,84. 

354. a) In horizontaler Stellung; 

G 



max Sg = — - y 1« + a» = 250 '^ , 

b) max P = ^1 Si = ^^ ^^ Sg = 325,5 K 
Die Widerstandsziffern der Rollen sind: 

^, = l + 2f,cos^.|+-^=l,lL6, 

C,= l + 2f,cos?^.| + y=l,146, 

^CDP = 900, ^DCB = 36050'. 
5 wie in Aufgabe 353. 

355. Es ist (1 — 0,04) P R = Q (r + 1). Hierin ist P =4 X 8 ^ 
und g der Einfluß der Seilsteifheit == 0,06 d^ (vergl. Aufg. 353), 

PR 
woraus Q = 149,1 J^; ohne Widerstände Qo = = 160 ^; Güte- 
verhältnis 7] = ^ = 0,93. 
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ferner ohne Widerstände : Po = -5-Q==12,5^; 



Resultate und Losungen. 356 359. 

356. Nennt man Q' die Spannung im horizontalen Seil, so ist 
Q' = Q ^ 4- 2 f, l^cos 450+ ^) = 1,065 Q, 

worin | = 0,06d2 (vergl. Aufg. 363); 

ferner p = _Lq/ ^1 +1)+ f^ D^, 

Zapfendruck D = P -{- Q' im ungünstigsten Fall, woraus P = 1 3,82 ^ ; 

r 

ß 

p 

Güteverhältnis f] = ^ = 0,90. 

357. Es ist wegen Seilsteifheit und Reibung der Walze 

P=-;-Q(H-l)+DrJ5^, 
R \ r / ' 2 sin a 

worin ^ = 0,06d* (vergleiche Aufgabe 353), D der Vertikaldruck 
der Walze, q der Reibungswinkel an den schiefen Ebenen ist. Im 
ungünstigsten Fall wird 

I>max = P + Q; 

sin 2o . 
setzt man — — ; — ^ = f, , 

2sma ' 

so wird P = Q p ' — y— '— ^. 

K — ' ij r 

358. Es ist nach Aufgabe 310 für das Heben von O: 



COS 



(«-!-,) 



P==S^ = S 



'+-.t-T+¥ 



89,7 k, 



worin g = 0,06 d« (Seilsteifheit für Hanf) und ^ = 1,058 (Rollen- 
ziffer); ferner für das Halten von 6: 

S- = G ^''^^y-g) ==66,8^ 
cos ^45 — -|- + Qj 

P' = S'.y = 63,lk. 

359. Es ist Kj = Kg . e'^, wenn f die Reibungsziffer zwischen 
Zapfen und Faden ist. Die Reibung betragt 5R = K^ — Kg. Soll 
Q gehoben werden, so muß SR r ^ Q R sein ; daraus folgt : 
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0ß0 364:. Resultate und Lösungen. 



R e'^ R ^ 1 

r e^ 



Kx^-Q:^,FzrT. ^''^r^e^^-r 



360. Es muß 3'lr^QR + fi(Ki+Kg4-Q)r sein; daraus 

361« Nennt man Q^ den Horizontaldruck in jeder der beiden 
Schraubenmuttern, so ist 

worin r der Halbmesser der Scbraubenspindel, a der Steigungswinkel 
und Q der Reibungswinkel der Schraube ist. Ferner wird nach dem 
Prinzip der virtuellen Verschiebungen 

-^ . d (2 b cos /?) + Qi . d (b sin ß) = 0, 

r 
woraus P = 2 Q ^ tg /? tg (a + ß). 

862. Zum Heben: P=184^ zum Halten: P' = mK 
[Es ist P = ^ Q (sin a -{-xcos a), 

0,08 . 2,5 cm + 0,05 cm 

worin X = ;rr 

25 cm 

die Widerstandsziffer der Zapfen- und rollenden Reibung der Räder ist; 

>. .,«^.^o6cm /90 — a\, 2| 

C= 1 + 2. 0,08.— .cosi -f ^^^^ 

* ' 50 cm \ 2 / ' 50 cm 

die Widerstandsziffer der Rolle, | = 0,06 d^ für Hanfseil. (Siehe Auf- 
gabe 353.) Es wird x = 0,01, ^ = 1,024. Ebenso ist 

P' = -ur Q (sin a — X cos a).] 

363. Nennt man Q die Seilspannung so wird 

Q = G (sin a -f- X cos a), 

X = Widerstandsziffer beim Transport auf Walzen = Ir^^— = 0,01, 

2 R^ 

woraus Q = 0,351 G. 

Ferner wird P = -^- Q (l + 1) + f, d|- 

g = 0,06 d^ (Seilsteifheit für Hanf J, D = P -j- Q (im ungünstigsten 
Fall), woraus mit P=20^: Q = 77k und G = 219'^. 

364. In der Vertikale durch S. 
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Resultate und Lösungen. 365 368. 

365. Im umgekehrten Verhältnis der Abstände der Span- 
nungen von 0. [Bringe die Spannungen S und S^ an den Enden 
eines Kettenstückes an und bilde die Momente aller Kräfte des 
Kettenstückes um 0.] 

366. Die Spannung S^ in B ist: 

S. = 1, q sin ß = ^ . 
^ ^^ ^ cos/J 

Nennt man a den Parameter der Kettenlinie, K ihren Scheitel, 

q das Gewicht des Seiles für die Längeneinheit, so ist 

Bogen AK=a.tga, BK = a.tg|(? 

und 1 — li = AK — BK = a(tga — tg/Jj, 

woraus mit a = 1^ sin ß cos ß wird : 

. 1 cos a 

^ cos /? cos (a — ß) 

367« Nennt man A und B die Aufbängepunkte, K den Scheitel 
der Kettenlinie, a ihren Parameter, s den Bogen AK, so ist 

2 q s = q y a^ -|- s^, 
woraus 3 s^ = a^ 

und igq)=L — = 



a ^3 • 
Nennt man ferner A B = 2 x, so ist 

s = A- (e^/a _ e - ^a) 
und wegen y^ = a^ -f~ ^^ = 4 s^ 

8 = -|- = ^(e^'» + e-*»), 

woraus durch Gleichsetzung das gesuchte Verhältnis 

2s_ 2 

2 x"" 1/3. log 3* 

368. Ist a die Höhe von B über der X-Achse, so gilt für 

den Punkt C der Kettenlinie 

y8 = (a+h)2 = a2 + l^ 

V — 
woraus a = 



2h 
und die Spannung in C 

Die Kettenlinie zwischen D und C ist jener zwischen A und 
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3ßQ 371. Resultate und Losungen. 

C ähnlich; es tritt — und -— an die Stelle von 1 und h und es 
ist die neue Spannung in C 

Die Bichtang der Spannung ändert sich nicht 

309. B ist der tiefste Punkt der Kettenlinie. Ist a die Höhe 
von B über der X-Achse, sO ist 

12 -f a« = (»7 + a)2 

l=A^el'»-e-l/») 

ferner H = aq, G = lq 

H 
G 



woraus 



— * — - -1' * •: 



370. Die Horizontale, welche die Enden der Kette verbindet, 
ist die X-Achse der Kettenlinie; a sei ihre Entfernung vom tiefsten 
Punkt derselben. Dann ist 

a8-fl8 = h2, H = aq = 2ql, 

woraus a=2l, h=:l}^ö. 

Ferner ist h -|- 1 = a e^ *, 

woraus \^ = ^ __ 

371. Bezeichnet man 

BC = s, CD = x 

und die Reibungsziffer f, so ist C der Scheitel der Kettenlinie, ihr 
Parameter a = z — h ; femer 

z* == a^ -}" ^^ 
und für Gleichgewicht zwischen Horizontalzug und Reibung 

H = aq = fxq oder a = f x. 

Endlich ist die Länge der Kette 

1 = Z -}- 8 -|- X. 

Hieraus erhält man: 

z«(l.f f)2-2z[(l + f)(h + fl) + hf2]f (h + fl)2 + f2h2 = 0. 
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Resultate und Lösungen. 372 375. 

372. Da die Spannung in einer Kettenlinie S = q y ist und 
die beiden Kettenlinien bei A gleiche Spannung haben müssen, so 
ist y = ji d. h. die X - Achse für beide Linien ist die gleiche und 
für ihre Parameter gilt die Gleichung a — a^ = b. Nun sind die 
Horizontalspannungen in B und C : 

H=aq = fqx, Hi = a^q:=fqxi, 

b 
woraus x — x. = -jr-. 

^ f 

373. Soll das Kettenglied in C^ im Gleichgewicht sein , so 
müssen beide Kettenlinien gleichen horizontalen Zug ausüben, also 

H = aiq = a2q 
sein d. h. beide Kettenlinien besitzen denselben Parameter a und 
somit gleiche Gestalt. 

Nennt man y^, yg die Abstände von C^ von den X-Achsen 
der beiden Kettenlinien, ferner AC^=2bp C^B=2b2, AB = 2b, 
so ist yi» = a« + 1,«, y^ -f 1^ = a e^i/», 

y, g = a« + 1,«, y, + l3 = a eWa; 

woraus (l^ + y 1^2 + a«) (lg + }/ 1^« + a^) = a^e^/» 

zur Bestimmung von a folgt. 

374. Ersetzt man Q durch ein Kettenstück von der Länge 

Q . . 

m =-^, so reicht die Kette bis zur X-Achse der Kettenlinie hinab 

q 

und es ist y = z -|- m ; 

ist 2 s die Länge der Kette zwischen A und B, so gilt weiters 

y2 = a8-fs2, 2s4-z = l, y-fs = ae^/2a 
wenn a der Parameter der Kettenlinie ist. Entfernt man aus diesen 
Gleichungen y, s und a, so bleibt für den Ort von C die Gleichung 

X = y(z + l + 2in)(3z-l + 2in) log ^^ 1±1^^1^ 

375. Nennt man V und H die Vertikal- und Horizontal- 
spannung der Kette in M, so ist 

M 



tg9P= jj= jjyqds 







oder qds = H.dtgöp = H. — ^— 

^ cos^ q) 

H 



r COS" q) 
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Q'y'ß 378. Resultate und Lösungen. 

und wenn man q^ das Gewicht der Einheit der Kette bei C nennt: 

cos** q) 
Aus S* = V^ + H^ ^^^S^ ^^® Spannung der Kette in M: 



COS q) 

376. Setzt man q = k cos q), so folgt für die Vertikalspannung 
an irgend einer Stelle x, y 

V = y q ds = k y ds cos y = k x 

dy V kx 
und '^V = d^ = -E = -H^ 

woraus y = -— i= . x'* 

^ 2H 

und wenn 2 b und h bekannt sind : 

Die Kette hängt in einer Parabel herab. 

377. Es ist j-^ = — :7T sin ^n: 

dx 2b 2b 
V /qdx hn . 7ix 

ir~~H"""Fb''''2^' 



woraus durch Differenzieren 



und wenn q^ die Belastung in der Mitte von CD ist: 

y 

378. Für die Kettenlinie des Feldes bg ist 

-y^ = -pr- = ^P^-j B zz^ Vertikalspannung in B, 

d X H H 

woraus H y = B x ^ qg x*. 

2 

Für die größte Ein Senkung ist 

dy ^ B 

dx q2 

B« 

und H ym = - — . 

2 92 

- 184 - 



Resultate und Lösungen. 379 381. 

Sucht man noch die Vertikalspannung B (nach der Regel der 
Auflagerdrücke), so wird 

[q, bi» + q, b , (2 b, + b,)]« 
32 q, b" h„ 

379. Nennt man A die Vertikalspannung am linken Auf- 
lager, so ist (nach der Regel der Auflagerdrücke) 



'2 



ferner 



woraus 



und 



somit 



d y V A — q X 



dx 


"H ~ 


H ' 


Hy = 


= Ax — 


1 2 


Hh = 


= Abi 


2 ^ ''t^' 


H — 


^' ^ ( q 

2 h \^ 


+ ?)• 


» ^^ 


2qb« 


:-4. 



^ 11 I I 

380. So lange ^^rTITö — k ^®*' ^"^^ ^*® größte Ein- 

senkung der Kette 

_ h, (Qz +2qb^)^ 
"''^ 4qb2 Qz + qb2 
und ihre Entfernung von A 

Xt = b — y^ . . 

^ 2q b 

2 q b* 

Wenn hingegen z ^ ■ — wird, so ist 

vi -f- 2 q b 






Xj = z. 



Die Spannungen in A sind: 

H = 9t^±^ horizontal 

2 hl z/tf 



\ 



A = q b + Q — — i — vertikal ^^ w;& 

2b 

Lösung 381. 



und die Gesamtspannung S = ^ H^ -|- V^. 

881 . s = Vo (m 4- n) — bi m ^^ + n j -f ^- (vq — b^ m)« 

V = y 2 bg s. 
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QQO 390 Resultate und Lösungen. 



382. T = 



a 



a 



2 



gft 



383. x=— [a + gt — l/a2+2agt]. 



384. T = 



'2 



385. T«(yi-j',) + 2T(Vi-Vg) = 2a. 



8 



386. Der erste Punkt erreicht in der Zeit — die Höhe -^ 

g 2g 

und sinkt dann um -— gT* = x, während der zweite Punkt um 



y = Vo ti + Y g tj^ steigt; es ist 



8 



:^ + r = t+t„ ^^=x + y, 
g 2g 




woraus 



^=-i+y^'-T 



387. T 



c c" 



c b, bn 

bg' bg — bj' 

388. Man rechne die Wege der drei Punkte von der An- 
fangsstelle aus und setze OA — OB = OB — OC. Man erhält 
für t die Gleichung: 

^^(yi - Y2) + 2^2 t(ir, 4-1:2) = ya (iTi -f r2)2+ 2 Vq (Ti — T2). 
Im besonderen t = 10 sek. 

A B = A C = Vo T, — -^ yi t2 = 730 m. 



^^ 



w^ 



I 



J I L 



389. t=10sek, 
V = 5 m/s. 

390. x=]/2^4. 



3 S 8 8 tOsek. 

Lösung 389. 



ol/2 1 

Der Punkt kommt im Abstoßungszentrum zur Buhe. 
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Resultate und Lösungen. 391 397. 



k 
[Aus v<iv = y.dx = kx*dx folgt \^ = --x^-^-C und mit 

Rucksicht auf den gegebenen Anfaugszustand C = 0, also 

V = — x^ 1/ -TT = ~i~ J woraus weiter 
r 2 dt 

Vk - d X T / k 1 , ^>. 



und aus dem Anfaugszustand C^ ^ 0, also x 
391. n = 4. 



-i 



2 1 

k'T- 



392. y=— ^v,\ 



. d V a 
Aus y = -r— = . 

^ dt t 



393. s = a [r — e 2k], y== — e2k. 



a 



Aus vdv = yds = 



kds 



a — s 



394. Nach der Zeit 



a' 



37t 



395. Nach der Zeit ^a"^/*, 

OK 

396. v^ = Vq^ -| — — -^. [Ist X die Entfernung des Punktes m 

ö a 

von der Anfangslage, so ist seine Beschleunigung 



y = 



m, 



m, 



Aus V d V = y d X folgt 



(a — xf (a -|- x)2' 



f2 



==Vo«+4ni,a(-,-^,-^) 



a 



und für x = — obiger Wert.] 



c*a^ 



■w « d X d y 

397. yy = -:x'- T^^ '^^ ■xr~^^'"9'» -^ = ccosf/), 



dt 



dt 



d^y d^x 

== — tg gp -^^ und durch Differenziation der Gleichung der 



dt2 
Kettenlinie 



dt2 
dy 

dx 



= cotg9)= -(e^a 



— xa 



). 
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QQQ 4:04:. Resultate und LÖ8unp:en. 

d^y yc* . 2 . 2 d^y 

^=^8m«9,^cotgV.^, 

d^y yc« . . 
woraus Vv = — -i= ^^— ^ . sin* cp 

' dt* a^ ^ 

und der oben angegebene Ausdruck.] 
898. kg : kl = 3. 

399. v=-X-, y= / 



sm qp ' sm <jp 
[Zeichne die Nachbarlage von g ; ist d s' die Verrückung von g, 
ds jene von M, so ist ds' = ds sin gp.J 



400. y = 2sw2/i^_Jj. 



[Es ist s = atgy, --=0); differenziere die erste Gleichung 

zweimal nach t.] 

401. Der Punkt M macht eine schwingende Bewegung um O. 

Es ist Y = CO ]/ 4:1^ — s^ , y = — (o^s, 

[Aus s = 2 r cos (p durch Differenzieren nach t ; dabei ist 

-d? = ^-l 

402. V = c . ^-::^'''X y = c« 2a^coi£zL^ ^ + cos> ) 

sin^ y sin**qp 

[Aus s = acotgqp ; durch Differenzieren nach t; dabei 

ist ~ = ü}.\ 

dt ^ 



4AO _ ^xl/4 ag x2 — (a2 + x^ — b^ 



x2 -|- b2 -a 



2 



abwl/4b» — a^ 

speziell X ^= b : v = ^ ,-^ ,, . 

^ 2 b* — a* 

[Es ist b* = a^ -[- x^ — 2ax cos cp; differenziere nach t, setze 

dx dw ^ 

404. vi=-^, y, = ^^ + -.tg>. 

COS q) cos (jp ' a 

[Sind M' und M/ die Nachbarlagen von M und M^ , nennt 

ds V 

man M M' = ds, M, M/ = ds. , so ist ds. = — — und v. = . 

^ * cosqp * cosy 
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Resultate und Lösungen. 4:05 408. 

Differenziere diese Gleichung nach t und benütze die Beziehung 

1 = OM + M. O = s + - — , woraus = v ^^. -t^-I 

sin qp sin^ q) dt 

405. Es ist vdv = y ds = — ^^-r — ; . ds, woraus 

' b -|- s 

— = -, — ; und durch Integration und bei Berücksich- 

V b + 8 

tigung, daß anfangs v = Vq , s == ist : 

Setzt man v = -r-, so wird 

dt' 

(b + s)a-i ds = Vob»-i dt. 

Nach Integration und Berücksichtigung, daß anfangs t = 0, s ^ 

ist, folgt: 

und durch Differenziation nach t 

p:t . gt 

Vq cos ^^^ a sm — 

406. v = a. ^ -, 

fft et 

a cos — + Vo sin — 

a ' a 

a^ 1 N . gt , gt\ 1 , g+kvo» 

s = — . log — sm - 4- cos — , s = ^-~ , log ^-n— T— ?5-, 
g ^ \a a ' a/ 2k ^g+ kv^' 



Steigzeit T = —^ arc tang ( Vq 1/ - ), 



1 

ygk 

Steighöhe H = ^ log ?-±^'. Darin bedeutet: a = T/|, Ver- 
zögerung des Widerstandes =kv^. 

2 

407. T = r y Vq , k = Konstante. 

1 TT 

408. T = r log ~~, k == Konstante. 

k ° Vo — k a 
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Z|.QQ 4:1.3. Resultate und Lösungen. 



409. 



410. 



V 



St 



vr% 



tj 



ts 



^^-Ä 




411. Der Weg des Punktes ist die Fläche zwischen dem 
Diagramm und der Zeit- Achse. 



Daher s = Vq tg 



- Vn -? = c t 



2 



2 



2 ^«2 
und c == Vq ( 1 — — j . 

412. Die Gleichung des Weg-Zeit-Diagrammes ist 



s, 



2 



s* = ^{2tti-t*). 



Man erhält durch Differenzieren 

xr — * 



tl— t] 



\ 1/2 ttj — t« 



Slti 



l/(2 1 tl — X^f 
Versuche, diese beiden Diagramme zu zeichnen. 
Für t == ist ymin = — o^ 



für 




t = ti ist ymax = — A 

*'l 
413. Die Gleichung des Geschwindig- 
keit-Zeit-Diagrammes ist 

woraus durch Differenzieren nach t 

3^^' und aus s = / v . dt 
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Resultate und Lösungen. 414: 417 



414. Setzt man die Flachen zwischen dem Diagramm und 
der Zeit-Achse einander gleich, so ist der Weg der Punkte 



s 



woraus 






8 



415. Lösung ähnlich wie vorher. 



woraus 



12 ^ 



Versuche die Lösung mit Hilfe des Weg-Zeit-Diagrammes. 

416. Lösung wie in 414. Nennt man a und ß die Nei- 
gungen der beiden Geraden, so ist 

1 . 1 



und 
woraus 



t2tga=(t2 — t,)tg/? 



417. a) Aus dem Dreieck OMP folgt: 

V . t 

cos a = — , sin a = — 

weil OM ebensowohl durch Vq als durch tg 
ersetzt werden kann. 



Also ist: 



r8 



%2 

woraus die Geschwindigkeit der zweiten Be- 
wegung 




t 4, 



v = ^l/ta — 12. 



8 

Die Beschleunigung dieser Bewegung ist 

V 

y= — tga= — - 

wenn PQ = t^ bezeichnet wird. Da OQ : OM = OM : OP 

oder t -}- *! • ^2 = ^^^2 • * » ^^ ^^^ 

to«— t2 



und 



ti = 



y = 



'2 



Vt 



Vo» 



t 2 



t« 



tai/t^ä - 1» 
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4.ift. 410. Resultate und Lösungen. 

b) Der zweite Punkt kommt zur Ruhe, wenn v = O ist, oder 
t = tg. Der zurückgelegte Weg wird durch die Fläche des Viertel- 
kreises gemessen, also 

s = ^OM.OM=^Vot2 

(mit Rücksicht auf die Dimensionen). 

Der erste Punkt bewegt sich gleichförmig beschleunigt, sein Weg 

ist also in der Zeit ta : - ytg^ Setzt man 

4 Vot2= -yt/ 

so folgt y = ~,-^ 

für die Beschleunigung des ersten Punktes. 

TL V 

c) Die Geschwindigkeit des ersten Punktes ist y t oder — — . t ; 

2 tg 



die des zweiten Punktes wurde mit — l/tp^ — t* ermittelt. Setzt man 

tg '^ 

2 to 
die beiden gleich, so folgt für die fragliche Zeit — - ^ =-. 

1/4+71^ 

418« a) Nach y d, h. im Schnittpunkt der Diagramme; denn 

hier haben die Tangenten der Kreisbögen gleiche Neigung gegen die 
Achse (vom Vorzeichen abgesehen), daher haben die Beschleuni- 
gungen die gleiche absolute Größe. Für die Beschleunigung des 
zweiten Punktes wurde in der vorhergehenden Aufgabe gefunden: 

y = 7- =^ « J ^^^ t = ^ ist also — ^ die gemeinsame Größe 



t2l/t,2_t2 2 t^ys 

der Beschleuniguug. 

b)^ Die Punkte treffen sich wieder, wenn ihr Weg der gleiche 
geworden ist. Da die Diagrammfläche den Weg darstellt, so treffen 
sich die Punkte nach der Zeit tg,' der Weg, d. h. die Diagramm- 

fläche ist dann - Vq tg. 

419« Lösung analog der Aufgabe 417. 

= I^ >/2-t-^--T^ y = -^\^'^ -A-. 
h t2l/2tt^ — t« 
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V 



Resultate und Lösungen. 420 428. 

t t* 

420. X = ^ —=A==. [Sind Vq Vq die Anfangsgeschwin- 
digkeiten, so setze für B 

X = Vo cos a . t =r Vq cos 2 a . ti 

y = Vo sin a .t — y g t^ = Vo sin 2 a . t^ — g fcj2 = o 

und entferne VqVq ^^^ ^®^ Rechnung.] 

421. T = n.^-^. 

cosa 

4SZ. T = — . ^i<^2s^^(«i— «2) ^ 

g Cj cos «1 -f- C2 cos «2* 

423 0A=^^ sin (g — ß) cos g rp ^ 2 Vp sin (g — /g) 

g ' cos^/J * g cos/? ' 

«1=1 + 450. 

424 H = ^^^^ . <^QQ «1 ^Q^ «2 ^QQ («1 + «2) 

g * sin2(gi + a2) 

425« — c. [Nimm Y senkrecht zu O A an und bilde 

yy = — gcos/J, Vy = c — gcos/?.t, y = ct ^gt^cos/J; setze 

für A : y = und suche daraus Vy = — c] 



^1 = ^0 



371 



• 71 + 2 ' 



(Stt — 2)» 

427. b = -^, tg g) = 4 TT. [Die ganze Beschleunigung des 

r 71 

zweiten Punktes an der Stelle M hat die Richtung der Tangente, 
weil die Normalbeschleunigung verschwindet] 



rTT 



428« t = — ; 4 TT cotg qp = 1 -[- 71 



2 



Vo 



v,,^ b r 7r 



.br7r v„ 



2 



2 



Wittenbaner, Aufgaben. 
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^OQ 433. Resultate und Losungen. 

__ k^gYpCOSg _ _ ^ /2V osing — kg y 

*^^* ^^2(kg — Vosina)' ^ 8 {kg — v^smal' 

430. 8 = — , Si = 127,2 Dyn. 

grqp 

c c* 1 

431. V = - — ; y = ^-^ — , senkrecht zu AB. 

sinq> r sm^qp 

[Die Tangentialbeschleunigung ist 

d V c cos y d g) 

^^'^dT'^^^in^y^" dl 

dqp c 

und wegen v = r . -jr = -: 

° dt sinqp 

c* cos cp 

' r sm'» qp 



Die Normalbeschleunigung ist 



V* c^ 



yn = — — — • • •_> 

' r r sm*^ 



daraus die ganze Beschleunigung 



cos(yyn)=^ = sinqp.] 

y 

432. Differenziere die Gleichung der Ellipse zweimal nach t 

d^x d X 

und setze y^ = -^-y = 0, -z— = Vq ; es wird 

dy b^x , Vo^b* 

dt a^y a^y 

433. Aus Vy . d Vy = /y . d y = — k* y . d y folgt 



dt 



und y = b cos k t 

Sodann aus der Parabelgleichung 

X == a cos* k t 

dx 
und Vx = -5— = — a k sin 2 k t, 

dt 

ferner v == )/ v?+^v/'= k sin k t V b« -(- 4 a« cos^ k t 

n = --^ = — 2 ak2 cos 2 k t = — 2 k2(2 X — a). 
'^ dt ^ 
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Kesultate und Lösungen. 434 436. 

Die nächste Ruhelage ist aus y = : 

sin k t ^ 0, T = ^, x = a, y = — b. 

Zwischen den beiden symmetrisch zur x-Achse gelegenen Ruhelagen 
macht der Punkt eine schwingende Bewegung. 

434« Durch Differenzieren der Gleichung der Kettenlinie nach 
der Zeit erhält man 

ac e^/* — e~^/* 

Vt = , Vy = c ; r 

^ j ^ e^»-|-e-^» 

a*c^ , _.. , . a^c^ 



- ^^3 (^' - e-^'")' yy = 



2y3v- - ;» /y— y 



8 



ac^ 

y2 



Die Beschleunigung ist nach dem Ejrümmungsmittelpunkt gerichtet. 
Der Ausdruck für y kann auch direkt aus y = — gefunden werden, 

y2 

worin der Krümmungshalbmesser der Kettenlinie q^~ ist. 

a 

435, y=bcos — , v2 = vo« 4- b« k« sin» k t Die Bahn 

Vo 

schneidet die X-Achse unendlich oft und zwar nach den Zeiten: 

u. s. f. Der Punkt befindet sich am weitesten von der 



2k' 2 k' 2 k 

Achse nach den Zeiten : 0, -^j -r— , -r- u. s. f. 

k k k 



x = Vot ^at*, j = -^B.i^y 



436« Es ist Vx = Vq — a t, Vy = at; 

woraus die Gleichung der Bahn des Punktes: 

(x + y)«=?^.y (Parabel) 

a 

und seine Geschwindigkeit 

v2 = Vo« + 2a(y — x). 

dv 
Setzt man -=— = 0, so folgt 

Vmin = Vo /y Y 
3 Vft2 1 V ^ 

an der Stelle x, = —, Vi = —. 

^ 8 a -^^ 8 a 
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13^ 



^37 441.. Resultate und Lösungen. 

437. Aus yj = -z-^== — wird Vx* = vV + 2at; 

' dt Vx 

ebenso Vy* = v^y* + 2 b t 

und v2=Vo« + 2(a + b)t. 

Aus -r— = Vx = y Vqx* + 2 a t wird 

U b 

3ax + Vox» = (Vox' + 2at)'/., 
ebenso 3by-fVoy» = (Voy* + 2bt)'/« 

und hieraus die Gleichung der Bahn 

b(3ax + VoxT» — a(3by + Voy») = bvox* — avoy^ 

438. Es ist yx = — (k + m)x, yy = — (k+m)y, 
vx« = Vo« - (k + m) x«, Vy2 = (k + m) (a^ — y«), 

woraus v^ = Vq* -f- (k -}- m) (a* — r^). 

Die Bahn ist eine Ellipse mit den Halbachsen , in OX und 

y k + m 

2 71 i 

a in Y. Die Umlaufszeit ist T ^ " ' 



i/k+ 



m 



439. Die Bahn ist eine Gerade; ihre Gleichung ist x4-3y=a. 
Die Geschwindigkeit ist 



=1/ 



— kasin{kty3), 
3 



die Beschleunigung y = "/TÖ k^ a cos (k t )/ 3). 

2 
Der Punkt P schwingt zwischen A und einem Punkt, der um -— a 

o 

2 77 

über B liegt. Die Schwingungsdauer beträgt: 



ky3 



440« Der Punkt M bewegt sich gleichförmig auf dem Kreis 
mit der Geschwindigkeit v = 2 r w. Seine Beschleunigung ist 



y = /n = — = 4 r w^ 



nach dem Mittelpunkt des Kreises gerichtet [Ist d cp der unendlich 
kleine Drehungswinkel der Geraden , so rückt M um ds = 2 r d 9) 
auf dem Kreis weiter.] 



4«. E... .■=(^;)'+r..f,f)' 
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Resultate und Lösungen. 442 444. 



1 — 6 cos y 



, Polargleichung der Ellipse 



Man erhält 






""dt- 
yr(2a — r), 



worin a, b die Halbachsen der Ellipse sind. 

k 



442. v = 



sm^ 

n 

weil V = r . 



; daraus die Tangentialbeschleunigung 
d V k* cos q> 



ferner 



endlich 



r2 



dt r sin* q> 

dfip . dqp k 

= r . -Y^, also -T^ = — — 

dt dt r sm ^ j 

k2 1 



' r r sm* cp 



die Normalbeschleunigung ; 
k2 






Die Richtung von y liegt in der Geraden g. 

443. Es ist 1/; = 2 qp, v = r . -r^ = 2 r w, konstant; 



dt 



r2 



y = — = 4 r w^ 
' r 

nach dem Mittelpunkt des Kreises gerichtet. 

Femer OM = x = 2rcosqp 

Vi = TT = 2 r et) sin op = w y 4 r^ — x^, y. = -tt = ^ w^ 

* dt ^ '* dt 

444« Nennt man q>^, q)^ die Drehungswinkel der beiden Kreise, 



so ist 






*1 


£ J. 


dt' 


Vi + Vs — 

dqpi 
'^^ dt' 


0)2 = 


92. 

.dqPa. 
■ dt' 



2R. 



dl/;. 



2 



dt ' 



R sin tp2 = r sin tpj^, 
woraus die Gleichungen folgen: 

r ' R ^ ^ ' Vj cos 1/^2 

j -^ 2 R r (ct)i -f- ^a) /t> i n 

und somit v,=: ^,_^^3_^ --^^^^^(R + rcosy) 
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4.^5 447. Resultate und Lösungen. 

2 R r (wj 4- (^2) / I T> X 

Vo = =rK—, — „ , ' ' — (r -4- R cos cp), 

* R3 + r2 + 2Rrcos9)^ ' ^'' 

worin qp = (wj^ -{- cug) t ist. 

445. Bezeichnet man O^ M = r^, ^ M O^ X = q>^, 

80 wird : r sin qp = r^ sin q>^ 

r cos qp 4" ^ =" ^1 ^s Vi 
r sin (g> — q>^) = a sin q>^. 

Differenziert man die letzte Gleichung, setzt 

dfip dqp, 

dT = "' -dV = ''^ 

und entfernt q)^ mit Hilfe der beiden anderen Gleichungen, so 

bleibt für die Differentialgleichung der Bahn: 

dr 

T— act)sinqp + (w — cui)r (r + a cosqp) =acUi(a-f-rcosqp). 

Wenn beide Gerade gleichzeitig durch X gehen, so wird 

dr 

dq) 

und r = a — * - 

der Abstand des Schnittpunktes der Bahn mit X von O. Außerdem 
geht die Bahn durch und O^. 

446« Aus den Gleichungen für die Geschwindigkeit 

c = doppelte Flächen- 
geschwindigkeit 
und für die Beschleunigung 

^ J , d*u 
y = if c* u^ u -f- 



v2 



=-k+(-^)*l-- 



dtp^l 



Abstoßung 
Anziehung 



worin u = — bedeutet, 
r 

Es ist hier r = 2 a cos y, woraus 

2 a c 8 a^ c* 



v = 



^2 » y jA 



447. Wie in 446 , wobei r^ = a» — e* + 2 re cos g), wenn 
OA = a, OC = e bezeichnet wird. 

Man findet v = Vq . ^^^7"i^\ 

r* — e* -|- a 

a + e 

Vi = Vo. — ^— . 

" a — e 
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Resultate und Lösungen. 44:8 451. 



Die Flachengesch windigkeit — wird aus der Anfangsbedingung be- 

stimmt. 

448» Wie in 446, wobei r =r 2 p -?^-^, 

^ sm* q) 

p = Halbparameter der Parabel. 

c^ sin* flp 

Man findet: y = i — «• — r^ 

' 4 p* cos° q> 

449. Wie in 446. v='^^, y = ^^. 

r ' r^ 

3 a* c^ 

450. Wie in 446. y = — = — . Ist F die Fläche der rechten 

Hälfte der Lemniskate, so ist 

— 7r/4 



^ = fT^-(-^'P)=r' 



die Flächengeschwindigkeit ist ~, die Zeit der zum Durchlaufen der 

Hälfte ==—, die Umlaufszeit . 

c c c 

451. Setzt man Vx = x', Vy = y', y^^=.:£.'\ yy = y", so ist 
für die Zentralbewegung allgemein 

x' y — y' X = c, x" y — y" x = 0. 
Differenziert man die Gleichung der Bahn, so wird 

x»x' + y8y' = 0, 

woraus x' = — y^ y' = j x' 

a* -^ -^ a* 

und diese wieder differenziert 

3 c^ 3 c^ 

x"= — -^y^X», y'' = _— x2y3. 



Dann wird v = V x'^ -|- y'* == — ]/ x® -|- y^ 

a 



3c 



8 



für den Anfangszustand wird Vq = — , somit 

a 
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4o2— 4:04. Resultate und Lösungen. 

452, Setzt man in 446: v« = c« u« + (- ^j |, v = au, 

80 wird — -. — = — u V a* — c* 

dq> c 

und daraus — = r = e?'*>^**~* ; 

u 

die Bahn ist eine logarithmische Spirale. 
Aus y = c*u* u-4--i — ö wird 7 = -^. 

Endlich aus der allgemeinen Beziehung c = r' . -^ 



wird y = ^ /-9— = ^ log(2ti/a« — c2 + 1) 

2 V a — c^ 

und r« = 2tVa«~c2+l. 

458. Es ist -^ = w und yx cos y + yy sin qp = 0, weil y 

senkrecht zu r ist; differenziert man 

X = r cos qp, y = r sin qp 

zweimal nach t imd setzt die Werte für y^ , yy oben ein , so wird 
obige Gleichung 

d^r . 

oder r = ae'?-|- be~^. 

Für den Anfangszustand ist 

ro=a + b, — = = a — b 

also a = b=^ und r = ^(e? + e-'?) 

die Gleichung der Bahn. 
Die Beschleunigung wird 

« dr 
y = yy cos qp — y^ sm qp = 2 ft) ;i- 

und mit Hilfe der Bahngleichung 

y = 2w2yr2 — ro». 

454. Ist der Widerstand kv, so wird 

A k dvx 

yx = vcoscp = a — cvx = -r 

' m m ^ dt 
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Resultate und Lösungen. 


455. 456. 




yy = 


B k . . 

: V sm cp b — c Vy 

m m ^ ^ 


dVy 

dt 


woraus 
und 












c 
Hieraus folgt die Gleichung der Bahn 



-T- = ^ . . . . Gerade 
A B 



und die Geschwindigkeit 



v = 



1 —e m* 



y A2 4- B\ 



k 
Nach unendlicher Zeit wird die Bewegung gleichförmig. 

455. Setzt man die Koordinaten des Punktes 

X = r sin ^, y = r cos q> 
so wird die Normalbeschleunigung 

yn = — = gC0S9), 

also v^ = gy, 

femer die Tangentialbeschleunigung 

dv 

1 ^ <iv dy 

und wegen 2 v -r- = g . -r^ 

^ dt ^ dt 

dy 

wird schließlich 



2 kr y* 

456. Es ist die Beschleunigung nach der aufwärts gerichteten 
Y-Achse /y = — g — k V sin qp = — (g -}- k Vy), 

d Vv 



woraus d t = — 



g + kvy 



1 g-f-kvosina 

und t=^log-^^^--. 
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^^^ 4:62. Resultate und Lösungen. 

Für die höchste Stelle der Bahn ist Vy = 0, also 

T=Yl^g (l+— Vosinaj. 



g 

457. (l-tg»«=^'.tg9p. 

[Die Länge eines Dachsparrens ist 

= Vft t + — - g sin CD . t*, 

2 cos qp ö ' 2 ^ ^ ' 

wenn t die Zeit bedeutet, welche das Wasser zum Abfluß braucht 
Differenziere die Gleichung nach qp, setze - — = und entferne t 

aus den Gleichungen.] 

458. Es muß AC = BC sein. [Ziehe den Kreis, der in A 
und B berührt, und zeige mit Hilfe der isochronen Kreissehnen, 
daß AB von allen durch A gehenden Geraden die kleinste Fall- 
zeit beansprucht.] 

450* AB muß durch den tiefsten Punkt G von k gehen. 
[Ziehe den Kreis, der k berührt und dessen Mittelpunkt unter A 
liegt; sein Berührungspunkt B liegt in AC. Mit Hilfe der iso- 
chronen Kreissehnen kann dann gezeigt werden, daß AB die kleinste 
Fallzeit erfordert.] 

400. Vo2=2ag (sin a -f f cos a) -f ^^, 

" ' ' sm 2 a 

bg 
Vo^ = 2 a g (sin a — f cos a) + -; — ^r—, 
^ ^ ^ ^ ' sm 2 a 

[Nennt man die Geschwindigkeit, mit der der Punkt am Ende von 

a ankommt, v^, so ist 

Vi^ = Vq* — 2 a g (sin a -f- f cos a)\; 

ferner die Wurfweite 

V 2 
b = -^ sin 2 a 
g 
und endlich Vg^^Vj^-f- 2ag (sin a — f cos a)]. 

461« Auf einem durch A gehenden Kreis vom Durchmesser 

gt^ . 

-^ ; seine Tangente in A ist nach rechts um q gegen die 

M COS o 

Horizontale geneigt. 

Aao ^ 4 sin a cos a sin (ß — a) 

a cos^ß 
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Resultate und Lösungen. 4:63 466. 

12 
463« In einer Kreisevolvente; es ist v = Vq und T=- . 

[Es ist nur die Spannung des Fadens vorhanden, daher die Tan- 

dv 
gentialbeschleunigung des Punktes -p- = 0. 

Für eine beliebige Stelle ist das Wegelement 

ds = f dqp = (1 — ryjdy, 

1 1« 
woraus s = — - — = v« T.l 

2 r ^ ^ 



"{'■^m- 



464. h = r 1 -1--^— , co8a = — 



V3 

[Die Geschwindigkeit an der Stelle M, wo der Druck zwischen 
Punkt und Bahn null wird, ist v^^ = 2 g (h — r -f- r cos a) ; wähle 
M als Anfangspunkt eines schiefen Wurfes, der mit der Geschwin- 
digkeit Vj beginnt und durch den Mittelpunkt des Kreises geht] 

465. D f = G f p ■— ^). [Der Druck der Kugel auf das 
Rohr ist an beliebiger Stelle 



D = G cos tp 



mv^ 



Q 

\p ist der Winkel zwischen Normale und Vertikale; benütze 

die Gleichung v* = Vq^ -}- 2 g x für die Geschwindigkeit und 
ß cos 1/; = p + 2 X für den Krümmungshalbmesser der Parabel.] 
466« Es ist die Beschleunigung des Punktes 

y = — g (sin a-{'ico^a) — a v* = — (k -f- » v^), 

woraus d t = — - — ; 

k-j- a V* 

Ferner wird aus v d v = y ds = — (k -4- a v*) . ds 

vdv 

1 k + avo« 

und für V = : L = - log ( 1 -f- t: Vq*] . 
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4:67. 468. Resultate und Lösungen. 

467. Nennt man qp den Zentriwinkel, welcher der Sehne 

OM=r entspricht, so ist r = 2asin-^, das Bogenelement des 

Kreises ds = a d g) und 

V d V = yt • ds = k^ r cos ^ . a d y 

= a^ k* sin q)dq)f 
woraus mit Rücksicht auf die Anfangsbedingung 



V = 2 ak sin ^ 

2 



Der Bahndruck wird 



_. m v^ ,9.9^ 3 m k» r* 

D = k m k^ r sm -^ = — . 

a ' 2 2a 

Darin ist m die Masse des Punktes. 

468. Denkt man sich einen Punkt M konstruiert, dessen 
Koordinaten OA, OB sind, so macht dieser Punkt die Bewegung 
mit; seine Beschleunigungen sind 

y^ = — -2 . cos (p und /y ==— -2 ^^"9» 
d. h. er bewegt sich in der Geraden MO mit der Beschleunigung 
y= — g. Nennt man v seine Geschwindigkeit, so wird 



woraus v^ 

\r 

Nun ist V = — 



= 2.(i-i). 



also wird }/2a.dt = 



dt' 

|/7. dr 



yi — r/r, 



r 
und mit — ^x^: 



^0 



1 

J l/l-r/ro yyi-^* 



woraus t = -^ ( — 
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Resultate und Lösungen. 469 471. 

460. Die Geschwindigkeit des gleitenden Punktes ist, wenn 
er nach M kommt, 

Das Bogenelement ds ergibt sich aus 

ds* = dr* -\-r^ dg)^ 



mit 



ds = adflpl/-.— 7i — ; 
^ r sin 2 g) 



also ist d t = — - 1/ — sin - */« q) cos - *'* q)dq). 

Zur Integration setze cotgq) = x^. 
Es wird die Fallzeit 

t = 2 1/ — y cotg^. 

Ebenso groß ist die Fallzeit auf der Geraden OM. 

470. Ist O der Mittelpunkt des Kreises, OÄ.^a, so wird 
allgemein r^ = a^ -|- s^ -f- 2 a s cos q>. 

Nennt man xfj den Winkel zwischen s und der Vertikalen Y, 
so ist die Beschleunigung des Falles 

y = g cos tp =g sin cp sin a, 
letzteres aus dem sphärischen Dreieck s X Y. Es wird also 

s = — g t^ sin ^ sin a. 

Nach Entfernung von qp ist mit — = x : 

s 

[(r« - a2)x - 1]« - 4 a» X + -/^ V • -S = 0. 
■■ -■ ' g^ sm^ a t* 

Differenziert man nach x und setzt -, — = 0, so wird x = , _ _-_, 

d X (r^ — a^)^ 

r2 — ^ 

also Si = : 

y r« -^ a2 

und damit \^x^:=z-^ . \ 



Wn"* = . , sm qpi = 



grsma ^^ /r^-f-a^ 

471. Für irgend eine Mittellage des Punktes in y ist der 
Druck D zwischen Punkt und Bahn: 

D = G cos fip -| r w^ 

g 
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^72 479. Resultate und Losun^n. 



wenn o) die Winkelgeschwindigkeit um ist Die Tangen tialbe 

schleunigung des Punktes wird 

dct> . . D 

yt = r . ^ = g sm qp — f — 



m 



und die Winkelbeschleunigung 

X = -:j— = f w* — (sin w — f cos qp). 

dt r ^ ^ ^' 



Aus (ado} = kdq> wird 

codw = 



g 



f w^ — — (sin qp — f cos qp) 

Die Integration dieser Differentialgleichung liefert 

2g 



dq). 



co2 = Ce2'^ + 



r(l + 4f2; 



[3f siny + cos 9 (1 — 2f2)]. 



TT 



Aus qp = — , w = wird die Konstante 



C= — 



6fg 



2g 



r(l+4f2) 



e 



~f;r 



und (0^ = - 

r(l + 4f^j 

Endlich für qp = wird 



[3fsin9+cos9(l- 2f2)-3fe'(2«p-^)]. 



VjL* = r^ Wi» __. 



2gr 



(1 _2f2~3fe-^^). 



l + 4f2 

472. t = 3,4sek, y = — 2,94 1 mM 

473. V = 2,683 m/s, t = 8,94 sek. 

474. P = 2031 \ [Es ist V = y t und y = g . 



P— W 
G 



-, worin 



W = 2^Gist. Es folgt P=:G 



I o 



L5g ' 200J 



.] 



475. Zwischen + 90^ und — 90». 

476. w= 16,58 sek -1. 

477. t^(J = ^«; ti=l/7- [Estg(J = ^, yt = ar, 



r2 



yn = — = a2 r t^] 
/ r ^ 

478. y = r A tg a. [Die Geschwindigkeit in Richtung der 
Achse ist r w tg a.] 

479. X = r w t (tg a — tg Ol), 

- 206 - 



Resultate und Losungen. 4S0 487. 

480. ". = -(5): 

481. i=7^ ^— Tvö. [Esist tgd = ^ = -g- =a, 

(1 — awot)2 yn v« 

-i d w „ , ^ dw 1 , T 

v = rcu, woraus /. = -=- =aw*, adt= — g, durch Integration 

o) = ^^- — , woraus durch Differenzieren nach t obiger Aus- 

1 — a t Wo ^ 

druck hervorgeht] 

482. Die Scheibe III dreht sich augenblicklich um den Schwer- 
punkt S des Dreieckes ABC. Der gesuchte Ort ist ein Kreis mit 
dem Durchmesser AS. 

483. X = + Wi, y = 3 (wi — (o). 

484. Der Aufgabe entsprechen zwei Punkte A und B, für 

welche O A = B = l/ r » 4- a« ?^^-^^^ 

Ihre Geschwindigkeit parallel zu 00^ ist 

V = y r^^ ^(j, _j_ (^^J2 — ^2 ^2^ 

jgc%« cü sin a o) sin ß cü sin y 

^ km * kn ' kp 

, sin a , sin /? , sin y 

wonn k = -A -. 

m n ' p 

[Behandle O als Schwerpunkt von A, B, C, wenn in diesen Punkten 

(jd^j C(>2, C(>s als Gewichte angebracht werden. Bilde die Momente 

der Gewichte um OA, so wird 

Wg p sin /? = Wg n sin y, 

Wo p Wo n Wi m 
woraus -.^^ = -^ = -7^^ — . 

sm y sm ß sm a 

Überdies ist w = Wj -f" '''2 "f" ^3*] 

480* Eine Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit w^ )/ 14. 
Ihre Achse schließt mit den drei gegebenen die AVinkel ein: 

12 3 

cos «1 = — =, cos tto = -T=> COS a« = -;=. 

yi4 1/14 yi4 

487« Die resultierende Bewegung ist eine Drehung mit der 
Winkelgeschwindigkeit w^. Ihre Achse liegt links von der gegebenen 

Wj und ist ihr im Abstand a — parallel. 

Wi 
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J^^ 4!92. Resultate und Lösungen 

488. £t>a = cüg , Wi = — ct>8 y 2 ; t == a Wg, senkrecht in die 
Bildebene hinein. 

489« Die Schraubenachse wird parallel bleiben und senkrecht 

aus der Bildebene hervortreten um die Strecke — sin qp. Die neue 

Schraubenbewegung hat ungeänderte Winkelgeschwindigkeit cü, hin- 
gegen die neue Translationsgeschwindigkeit t -\- Ti cos qp. 

490. Eine Schraubenbewegung um die Diagonale AB mit 
der Translationsgeschwindigkeit 2 V 3 t und der Winkelgeschwindig- 
keit 2l/~3£t>. 

491. Die zweite Teilbewegung ist eine Schraubenbewegung 

i/T 

mit der Translationsgeschwindigkeit 1l_ ^ und der Winkelgeschwin- 

digkeit -— - £t>. Ihre Achse liegt hinter der Bildebene, ihr parallel 
o 

und um — -— — von ihr entfernt. Die Neigung a der resultieren- 



den Achse gegen o) ist sin a = , gegen cj^ um 60® größer. Die 

Projektion der Achse auf die Bildebene geht durch O. [Suche erst 
die resultierende Translationsgeschwindigkeit Tg aus t und — Tj; 

sie ist -— T und hat gegen t die Neigung sin q> = — - ; suche 

ebenso die resultierende Winkelgeschwindigkeit Wg aus w und — oi^ ; 

yy . . . y~2r 

sie ist -— - (o und hat gegen w die Neigung sin xp = — — ; endlich 
3 14 

setze Tg und cüg zu einer Schraubenbewegung zusammen; ihre Nei- 
gung ist cos {q) — xfj) = --.] 

492* Die resultierende Bewegung ist eine Schraubenbewegung 

T 4 I 5 cos CL 

mit der Translationsgeschwindigkeit -^ . — 4^ ,— und der Win- 

2 y ö -j- 4 cos a 

kelgeschwindigkeit w^ ]/ 5 -f- ^ cos a. Die resultierende Schrauben- 
achse A ist parallel der Ebene A^ Ag ; sie ist hinter ihr gelegen, 

T 3 sin et 

um — ^ ■ von ihr entfernt, und schneidet die in O er- 

2 Wi 5 -]- 4 cos a 
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Resultate und Losungen. 4:93 4:98. 

richtete Senkrechte zu ihr. Ihre Winkel sind: 

2 8ina 

tg (A Ai) = :: — — — 

^ ^ ^^ 1 + 2 cos a 

sina 

493* Die Winkelgeschwindigkeiten der beiden Stangen X und 

Y sind gleich — — . [Jede von ihnen dreht sich um -^, wenn OM 
sich um dqp dreht.] 

va = c sm ^, Vb = c cos ^ 

Aus s = A M = 2 r cos ^, va = — -^. 

494* Eine Parabel, deren Scheiteltangente g, deren Brenn- 
punkt A ist. 

495« Die Richtung der Geschwindigkeit von M geht durch 
den höchsten Punkt des Kreises ; ihre Größe ist 2 c cos qp. [Der 
Berührungspunkt des Kreises ist Drehpol der ebenen Bewegung.] 

496« M liegt im Schnitt von AB mit dem kleinen Kreis. 
Seine Geschwindigkeit hat die Richtung von A B ; ihre Größe ist 

2 Rk 

V = ^_ _ = . w, [Der Berührungspunkt beider Kreise 

yR2 -t- (2 k - R)» 
ist Drehpol der ebenen Bewegung.] 

497* Der Schnittpunkt O von AB und CD ist der Drehpol 
der ebenen Bewegung. Es muß OA = OE sein, letzteres parallel 

zu CB. Man findet: 0A=^^— , 0D= , 

2a 2a 

daraus x = — ^_r j/a* -|- b* — 2 a b (a^ — b^) 

aT/2 

_ a« + b^ 

498* Der Drehpol O der Stange AB ist der Schnitt von 
AD mit BC. Fälle von O eine Senkrechte auf AB; ihr Fußpunkt 
ist der gesuchte Punkt M. Es ist 

OM.AD 

Wittenbauer, Aufgabeu. 
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^QQ 504:. Resultate und Lösungen. 

499. Im Schnitt O von AD mit BE liegt der Drehpol des 
starren Dreieckes ABC. Ziehe OC ; dann ist v J_ OC und seine Größe 

An OC 

V = W . A D . pr-r-. 

OA 

500« Rechne zuerst den Weg des Punktes B von der äußersten 
Lage links, Bq an gezählt; es ist 

Bq B = s = r (l — cos y) + 1 (1 — cos xp). 
Sodann findet man: 

^^dj8_^ sin (y + tp) 

d t ' cos 1/; 

dv c* r cos^ y + 1 cos^ tp cos (cp -\- tp) 

' d t 1 ' r cos^ yj 

Hierbei sind die Beziehungen zu benützen: 

döp c . , . dtb ccoscp 

— - = -; rsinflp = lsint/;; 17- = ! -7. 

dt r ^ ^ dt Icosi/; 

501. Die Rollkurven sind kongruente Ellipsen; ihre große 
Achse ist b. Die Brennpunkte der festen Ellipse sind C und D; 
die der beweglichen A und B. Die Ellipsen berühren sich im 
Schnittpunkt O von AD und BC (Drehpol der ebenen Bewegung 
von AB). 

1)2 ^2 

502. Vi = V r. 

a* -j- b* — ab 

503. Die Rollkurven sind kongruente Hyperbeln, deren 
reelle Achse gleich b ist. Die Brennpunkte der festen Hyperbel 
sind C und D; die Brennpunkte der beweglichen A und B. Die 
Hyperbeln berühren sich im Schnittpunkt O von AD und BC 
(Drehpol der ebenen Bewegung von AB). 

504. Es ist r sin {q)-\-tp) = a, sin xp; 
differenziert man nach t, setzt 



so wird 



dcp dt/; 

•••57 = *'' 57 = ^^ 



c COS (w 4- xp) 
B, cos 1p — r cos (q) -\- %p) 



und mit Hilfe obiger Gleichung 

c (a cos qp — r) 



CO 



a« _j_ J.2 — 2 a r cos qp 
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Resultate und Lösungen. 505 508. 



Für 



cos qp = - ist w = O 
a* 



»> 



» 



q> = 



»> 



Wjnax — 



9) = 180®,, 0>min = 



a — r 
c 



a + r 



Ferner ist: 



A B = X = Va^ -|~ ^^ — 2 a r cos qp 
dx ac sin (p 

^* l/a^ + r^ — 2 SLT cos q) 

r 
505. Es ist sin w = —. Differenziere nach der Zeit und setze 

^ X 

dcp dx . , 

^ = cü, -r- = V ; es wird 



dt 



dt 



rv 



ü) 



l/x2 — 



.8 



506. Die feste Rollkurve ist ein Kreis über ABM. Die 
bewegliche Rollkurve ist ein doppelt so großer Kreis mit dem Mittel- 
punkt M. 

507. Es ist: 
^rx = atg9) 

l y = a -f X tg y 
woraus 
x^ = a (y — a) . . . feste Rollkurve. 

Ferner : 

X a sin ^ a 

cos qp cos^qp' cos qp 

woraus ^ = ^^ (1^ -f" ^^ • • • bewegliche Rollkurve. 

Endlich : x^ = a tg qp — c sin qp, y^ = c cos qp, 

woraus x^^ y^a = (a — yj* (c^ — y^ ^) 

Gleichung der Bahn von C (Conchoide). 

508. Es ist y + X cotg q> = 2L = CB 
y cös 9 + — 




= a = AM. 



sm 



9 



Entfernt man qp, so erhält man die Glei- 
chung der festen Rollkurve : 

x* = a (2 y — a) 
d. i. eine Parabel mit dem Brennpunkt B. 
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509. 510. ' Resultate und Lösungen. 

Ebenso ist 

f]-\-^ cotg y = a = AM 



r cos flp -1 — r^ — = a = CB 
' ^ sm q) 

Entfernt man qp, so wird ebenso die Gleichung der beweglichen 

Rollkurve 

|2=a(2jy — a) 

d. i. eine Parabel mit dem Brennpunkt A. 

Setzt man endlich BM^r, ^ CBM = ^ als Polar-Koordinaten 

von M, so ist 

a sin 1^ -f" ^ ^^s V^ = ^ 

xD a — r 
woraus tg ^ = — ■ — 

^2 a + r 

die Polargleichung der Bahn von M (Strophoide). 

509. Um die Polargleichung der festen Rollkurve zu finden, 
setze man G O = ^. Es ist dann 

2 r cos xp = {q — r) sin qp 

2 r sin ^ = r -j- r cos q) 
Durch Entfernung von tp folgt 

q(q — 2 r) cos* ^ = r^ . . . die gesuchte Polargleichung. 

Um die Polargleichung der beweglichen Rollkurve zu finden, setze 
BO = Pj. Dann ist: p = p^ -|- r , 

also die letzte Gleichung 



cos* f- 



2 ft^ — r2- 
Ferner ist qp^ = 90 + ^P — V^ 

cos ^i = sin (i/; — qp). 
Benützt man die Gleichungen 



p, sm 9 cp 

cos \\) = ^-^-— — -^ sm xp = cos^ -J, 
^ r u 



so kann aus der Gleichung für cos^ ^ und jener für cos q>^ die neue 



gebildet werden 



e 



<jp,_p,2_2r8 



2sin2^ = ^, 

d. i. die gesuchte Polargleichung der beweglichen Rollkurve. 

510. Nennt man AO = ß, den Winkel BCD = 2rf, DO = z, 
so ist aus dem Dreieck AOC 
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Resultate und Lösungen. 511. 



und aus dem Dreieck ABC 



z -|- c : p = cos |- ; sin rf 



c : a = cos ^ : sm o 

woraus z = - (o — a). 

a^ ^ 

Nun ist T? = Q^ -[-B,^ — 2 a^ cos ^ 

und nach Entfernung von z 

(ß — a)« 4a'* qp 



Q c^ — a* 



sm^ 



die Polargleichung der festen Rollkurve. 
Nennt man femer BO = ßi , so ist 



c 



Q=zQ^ — a , z -[- c = (pi — a) . - nach früher, 

a 

ferner (z -[- c)^ = gi* -|- c^ — 2 cp^ cos (p^ 

und nach Entfernung von z-[-c: 

2 ac 

die Polargleichung der beweglichen Rollkurve. 

511. Nennt man v^ und V2 die Geschwindigkeiten der Punkte 
B und C, ferner BO = pi, CO = §3 ^^ ^®^ 

Vi : Vg = aoia : ccüc = ßi • §2 
also oy^^^ 

Bezeichnet man ferner die Winkel 

BAD = 2a, BCD = 2<J, AOB = tp 
so ist xp = a — <J , a sin a = c sin <J 

gg : Q^ = sin (1/; -f- 2 <J) : sin 2 <) 
= sin (a 4" <J) : sin 2 <J. 
Fallen nun die vier Punkte ABCD in eine Gerade, so werden die 
Winkel a und d unendlich klein; obige Gleichungen werden dann 

aa = c<J 

Q^ : Q^=a-\-d : 2d = B.-\-c : 2a, 
und somit 

ö)o a -|- c 

oift 2c * 
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5J^2 514:. Resultate und Lösungen. 

512. Ist FA = r, -^AFS=i/;, so ist die Polargleichung 
der Parabel 



1 -j- cos 1/; 
Fällt man in F das Perpendikel auf g, so ist sein Schnitt mit der 
Normale im Punkt A der Drehpol O. 

Setzt man FO = q, -^OFX = y, so wird 



_ptg(46-f) 



*= 1 + siny 
die Gleichung der festen Rollkurve. 

Setzt man AO = p^ , -^ O AF = y^ , so ist ebenso 

«, = E 

^ COS q)^ (1 -f- cos 2 qpi) 
die Polargleichung der beweglichen Rollkurve. 

513« O ist der Drehpol. Setzt man 
CO = Q, ^0CA = 9), DO = x, ^COD = e, CD==b, 
so ist X cos 8 = g 4- b cos q) 

X sin 6 = b sin q) 

und CL = CO + OM . cos 8 + MK 

oder R = p -|- (r — x) cos e -f- 2 b. 

Entfernt man aus diesen Gleichungen x und 6, so bleibt 

(b* -f" P^ "1" 2 b p cos qp) (2 r — b -]- b cos qp) = 2 b r* cos^ ~ 

die Polargleichung der festen Rollkurve. 
Setzt man ferner 

so ist ^j -|- g z= 180®, Pj -[- X = r. 

Entfernt man aus diesen und den obigen Gleichungen x und e, 

q und q>y so bleibt 

ei(2r-ei)sin«^i=r(r-b) 

die Polargleichung der beweglichen Rollkurve. 

Für die Anfangslage ist qp = 0, qPi = 180® und 

p = CO = l/br — b, ßi = MO = r — Vbr. 

514. FCBA ist ein Kurbelviereck mit den festen Punkten 
F und A, somit O der Drehpol von BC, und da D mit BC starr 
verbunden ist, auch von D. Zieht man AG || BD bis zum Schnitt 
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Resultate und Losungen. 515 520. 

G mit OD und nimmt AB als Größe ^ 

der Geschwindigkeit von B an, so ist /!.——-" ^n^ 
GD die Größe der Geschwindigkeit | \ ^^.^ 

Vi von D, weil i _-.Ä^^^ ^^ 

V : V, = AB : GD = BO : DO. 41-L==-^t:rr^ 

Zieht man endlich HEJ_KE ^ \ P^/ 

und GH II DE, so ist HE die Größe \ I 7^ 

der Geschwindigkeit Vg von E und \^i / 

auch des Kolbens. Denn die Geraden ^ 

GD und HE schneiden sich im 
Drehpol O^ von ED und es ist 

Vi : V2 = GD : HE = DOj : EO^. 

515* Durch eine Drehung um 120® um die Diagonale EF. 

516« Durch eine halbe Umdrehung um eine Achse, die durch 
den Mittelpunkt des Quadrates geht und zu AB parallel ist. 

517« Durch eine halbe Umdrehung um eine Achse, die durch 
den Mittelpunkt des Dreiecks geht und zu BC parallel ist. 

518« Eine Schraubenbewegung, deren Achse durch den Mittel- 
punkt des Würfels geht und zu BA^ parallel ist. Die Translation 
der Schraubenbewegung hat die Länge der Würfelkante ; die Drehung 
erfolgt um 90®. 

519* Der Körper dreht sich um O; seine Momentanachse ist 
der Schnitt der Ebenen gtOX und ggOZ. Sind 0, bj, Cj die Rich- 
tungskonstanten von g^; 83, bg, jene von g2, so haben jene zwei 
Ebenen die Gleichungen 

bj z = Ci y und ag y = bg x 

ferner ist b^* -^ q* = 1 , 9i^ -[- bg* = 1 

und bi bg = cos 8, 

Entfernt man aus diesen Gleichungen ag b^ bg c^ , so bleibt 

x^y* -[- y^z^ -[- z^x^ = y* . tg^^J 
die Gleichung der gesuchten Rollfläche. (Kegelfläche mit der 
Spitze in O.) 

520. Der Körper dreht sich um O; seine Momentanachse ist 
der Schnitt der Ebene gX und jener Ebene E, die durch G hin- 
durch geht und zur Ebene Gg normal steht. 

Die Gleichung der Ebene gX ist 

biz = ciy 
wenn 0, b|, c^ die Richtungskonstanten von g sind; die Gleichung 
der Ebene E ist 
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Resultate und Lösungen. 



a (bbi 4" cci) X -f- (bcci — a^bj — b^c^) y -|- 

+ (bbjC — b*Ci — a*Ci)z= 0. 
Entfernt man b^ c^ , so bleibt 

(cy — bz)*-[~^y(^y — bx)4- az(az — ex) = 
die Gleichung der gesuchten Kollfläche. (Kegelfläche mit der 
Spitze in O.) 

521. Das Koordinatensystem XYZ wurde so gewählt, wie 
es in der Figur angedeutet ist. 





Zeichnet man nebenan in O ein gleiches Koordinatensystem, 
maxjht Oa#AAi, Ob#BBi, OcttCC^ 

so haben abc die Koordinaten 

Xi = gSi/3, yi = s/2, h = -^^ 



Xo = 0, 



72 = — s, zg = 



— sVS ^ __ 



2 



, yg Sg, Zg 0. 



Die Ebene abc hat die Gleichung 

X yä'-f y — z }/6 -f s = 
und das Perpendikel auf diese Ebene von O aus ist die gesuchte 
Translation 

yio 

Der Punkt P hat die Koordinaten 

Legt man durch den Halbierungspunkt von AA^ eine Ebene, normal 
zur Verbindungslinie von P mit a, so hat sie die Gleichung 

— — 27 

8l/3x+18y+7l/6z — y8 = 0; 
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Resultate und Lösuiip:en. o22. 

legt man ebenso durch den Halbierangspunkt von BB^ eine Ebene, 

normal zur Verbindungslinie von P mit b, so hat sie die Gleichung 

— /— 9 

l/3x— 9y — V6z-f-s = 0. 

Diese beiden Ebenen gehen durch die gesuchte Schraubenachse 
hindurch; ihr Schnitt hat die Gleichungen 

d. s. die Gleichungen der gesuchten Schraubenachse. 

Legt man endlich durch sie zwei Ebenen, welche durch B 
und B^ hindurchgehen, so haben diese die Gleichungen 

3l/6 x-f3 1/2 7 + 41/3 z — 3 l/2's = 

11 1/6 X — 9 1/2 y + 8 l/3 z = 0. 
Der Winkel qp dieser beiden Ebenen ergibt sich mit 

2 
cos 9) = - 

d. i. die gesuchte Drehung der Schraubenbewegung. 

522« Nimmt man A als Anfangspunkt eines Achsenkreuzes 
an, AX horizontal, AY abwärts, so ist die relative Geschwindig- 
keit des Punktes v, = V 2 g y und die Teile der absoluten Ge- 

dx 
schwindigkeit Vx = -r— = c -|- Vr cos a 



dy 
dt 



Vy = -j - = Vr sm a, 



■1 c dy , ^ , 
woraus d x = -T=rr_ -= -f- cotg a . d y 

y2gsina Vy 

und die Gleichung der absoluten Bahn des Punktes: 

2c2 
(x sin a — y cos cif = - . y. 

Sie ist eine Parabel mit vertikaler Achse; in A ist ihre Tangente 
horizontal. Die absolute Geschwindigkeit des Punktes ist füry = h: 

v» = c^ -f 2 gh + 2 c l/Tg h cos a. * 
Sie schließt mit der Horizontalen durch C den Winkel a^ ein, für 
welchen gefunden wird 

cotgai = -? = cotga + — ^^-7-- . 
Vy i/2ghsma 
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^23 Ö2Ö. Resultate und Lösungen. 

523« Die relative Beschleunigung des Punktes gegen die 
schiefe Ebene ist 

yr = g (sin a — f cos a), 
wenn f die Reibungsziffer ist; die relative Geschwindigkeit 

Vr = g (sin a — f cos a) t 
Wählt man A als Anfangspunkt eines Achsenkreuzes, A X horizontal, 
AY abwärts, so ist 

Vx = -7— = b t + Vr cos a 
^ dt ^ 

Vy = ^ = Vr Sin a, 
woraus x = — [b ~|- g cos a (sin a -^ f cos a)] t^ 

y = - g sin a (sin a — f cos a) . t^ 

woraus die Gleichung der absoluten Bahn: 

b 1 

COtg a -\ ; j-, » r . 

g sm a (sm a — f cos a) . 
Die absolute Bahn ist eine durch A gehende Gerade. Die absolute 
Beschleunigung des Punktes ist 

y2 = b* -|- /r* + 2 b /r COS a 

und die Geschwindigkeit, mit der die Horizontale erreicht wird: 



= yl/_ iAJ 

' r er ein a (sin a — 



g ein a (sin a — f cos a) ' 



a 



524. Eine Cykloide, deren Wälzungskreis g = r.— ist; sein 

Mittelpunkt bewegt sich mit der Geschwindigkeit a in der Geraden 
OX. [Ein Punkt des Wälzungskreises ist vorübergehend in Ruhe, 
nämlich der Berührungspunkt mit der Wälzungsgeraden. Für ihn 

muß a = o . — 

^ r 

sein, woraus sich q ergibt.] 

525. Es sind die Komponenten der relativen Beschleunigung 

yrx = b + -cosg)=-^-- 

C^ . dVrv 

woraus die Komponenten der relativen Geschwindigkeit: 
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Resultate und Lösungen. 536. 537. 



Vpx = b t -f- c sin qp = -r— 

dy 



Vry = C C50S (p 

wobei zu berücksichtigen ist, daß 

dqp 
c =: r . -^, 

Endlich wird 



dt' 



, , also t = — Q) ist. 
df c ^ 



1 u*2 br» g 

X = — b t* — r cos qp = — -^ qp* — r cos y 

« A C 

y = r sin y 
und nach Entfernung von q) die Gleichung der relativen Bahn 



des Punktes 



'"2^H®''' W — Vr^-y'. 



526« Gleichung der absoluten Bahn: 



ae? = 2r4-y4rJ* — a«. 
Belative Geschwindigkeit beim Verlassen des Rohres: 

Absolute Geschwindigkeit beim Verlassen des Rohres: 



527. Es ist y^ = ya -f" ( — y») "f" y^j d» ^' <ije relative Be- 
schleunigung ^2- besteht aus den drei Teilen: 

1. absolute Beschleunigung des Punktes M (oder der kleinen 

1 T^ IV . . Druck D ^ 

glatten Kugel) ; sie ist y» == ^ , wenn vom Druck 

JVLasse JxL 

des Eigengewichtes auf die Unterlage abgesehen wird; 

2. negative Systembeschleunigung: ^ 
— y^=Q(x)^ nach auswärts ; 

3. Zusatzbeschleunigung (von Co- 
riolis) : y^ = 2 Vr w nach aus- 
wärts. 

Der tangentielle Teil von y^ ^ Kreis- 
rohr ist dann 

dvr « . 

= Qü)^ sm qp, 



yrt 



dt 
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^28. Resultate und Lösungen, 

der normale Teil 

yrn = — = j^ — 2 Vr W — p W^ COS (p. 
Aus Vr . d Vr = ^rt • ^^ 

Q = 2v cos qp, ds = — r . d (2 qp) 
folgt mit Rücksicht auf die Anfangslage Mq 

Vr = r Ol y 2 cos 2 y 
und für die Stelle M^ : 



9> = 0, Vr,i = rwV 2. 
An dieser Stelle ist die Systemgeschwindigkeit 

V8,i = 2rw, 
also die absolute Geschwindigkeit des Punktes 

Vi = Vr,l + Vg,! = r w (2 + i2). 
Aus der Gleichung für yrn folg* der Druck 

D = 2 M r £t;2 (3 cos^ qp — 1 -[- j/Y cos~2^) 
und an der Stelle M^ 

Di = 2Mrai2(2 + y2"). 

528. Lösung analog jener in 527. Es ist 

ya = ^, — yg = r Ol* in Richtung O M, 

y^ = 2 Vr £t> in der Normale von M, nach auswärts. 
Die beiden Teile der relativen Beschleunigung y^. sind: 
in der Tangente der Spirale: 

yrt = r ai2 sin a, 
in der Normale der Spirale: 

Vr^ D 
Vrn = - = »> — 2 Vr Ol — r W^ COS a. 



Hierin ist a der Winkel zwischen r und der Normale. 

Aus Vr . d Vr = /rt • ds 

folgt wegen ds = -^ 

Vr . d Vr = w^ r d r 

und Vr = ft) y r* — a^. 

Aus der Gleichung für yrn folgt, weil der Krümmungshalbmesser der 

r 

Spirale p = 

^ cos a 

und tg a = m 
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Resultate und Lösungen. 529 532* 



ist, der Druck 

529« Die Kreide schreibt auf der Tafel eine horizontale Ge- 
rade mit der unveränderlichen Geschwindigkeit c an. 

530. Die Rollkurve ist der Ort aller relativen Drehpole der 
beiden ebenen Systeme. Der Ort der Drehpole in der Scheibe ist ein 

Kreis mit dem Halbmesser — , Mittelpunkt A ; der Ort der Drehpole 

im Blatt ist eine Gerade, parallel zu t, in der Entfernung — über A. 

531« Nimm einen beliebigen Punkt M mit den Koordinaten 
X, y in bezug auf das Achsenkreuz X A Y an. Die relative Ge- 
schwindigkeit von M ist 

Vr = T + (— Vb) == r -f (— r w) 
und ihre Teile 
Vrx = — T -{- T ü) sin q) = 

= — T + yw 
Vry = — r Ol cos <p = — X w. 
Die relative Beschleunigung von 
M ist (nach Aufgabe 527) 

worin 

ya = 0, ys = r w^ yz = 2 Vr 10. 

Bildet man die Teile von y« so wird 

yrx = T (O^ cos q) -\- 2 0) Vry = — X w^ 

y^y = r w^ sin qp — 2 w v^ = — yo)^-\-2o)T 




und 



yr* = cü* 
2i: 



2 



+(¥-')']■ 



Macht man A O = — , so ist also 



(JÜ 



und geht für alle Punkte M durch O hindurch. 

532. Die relative Geschwindigkeit Vr des Punktes A besteht 
aus dessen absoluter Geschwindigkeit Va und der negativen Ge- 
schwindigkeit Vs des unter A liegenden Systempunktes in I, also 

Vr = Va -f- ( — Vs) = a Wg — aw^ = awi, 
von A nach abwärts gerichtet. 
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533. 534:. Resultate und Lösun^n. 

Die relative Beschleunigung y^ besteht (siehe Aufgabe 527) 
aus den Teilen 



yr = /a + {— ys) + n, 

worin ya = a ^2^ Richtung A Og, 

— yg = a cü^*, Richtung A Og, 
yz = 2 Vr Oll, Richtung A Og, 
woraus y^ = 7 a cü^^, Richtung A Og 

folgt. 

533. Nach Aufgabe 527 ist die relative Beschleunigung des 

Punktes y^ == ^ -f- (— y^) -f y^. 

Die absolute Beschleunigung y» rührt her von dem Druck D der 
schiefen Ebene und dem Grewicht G des Punktes ; — y^ ist r w^, 
in Richtung der schiefen Ebene abwärts ; yz ist 2 Vr lo, normal zur 
schiefen Ebene nach aufwärts. 

Hieraus folgt zunächst die relative Beschleunigung in Richtung 
der schiefen Ebene 



d Vjc 
"dl 



= g sin q> '\-r(a^, 



dr dop 

woraus wegen Vr = -r-, o) = t-, cp =r w t 

dt dt ^ 

d»r 

j^ = g sin w t -f- r £t>*. 

Die Integration dieser Differentialgleichung liefert 

r = -^-^ (e? — e~ * — 2 sin w) 

und Vr = x^ = ;^ (e? + e-^ — 2 cos w). 

dt 4(0 

Für die Normale der schiefen Ebene ist 

D -|- M yz = G cos qp, 

woraus der Druck 



D = G 1 2 cos 9) ^ ). 



534« Nach Aufgabe 527 ist die relative Beschleunigung des 
Punktes: y = 'y^^(— y^) -\- y^. 

Die absolute Beschleunigung y» besteht aus der Beschleunigung der 
Schwere und jener des horizontalen Druckes D der Ebene; — y^ ist 
y 0)^ nach auswärts, yz ist 2 Vr' w. senkrecht zur Ebene, wenn v/ 
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Resultate und Lösungen. 535. 

die Projektion der relativen Geschwindigkeit Vr auf die Horizontal- 
ebene bezeichnet; also 

Hieraus folgt für die relative Bewegung des Punktes in der sich 
drehenden Ebene: 



d^x d«y 



2 



dt» ^' dt« 

woraus mit Rücksicht auf den Anfangszustand 

Vrx = gt» Vry . d Vry = y w« . d y, 

und x = -— -gt«, dt = 



2 Vvo^ + y^co« 

(Ot = log 



+'l/^'+5 



2 

2 



+ c, 



vq . e^* = öl y -|- y Vo» -l~ y^ ^^ 

und die Gleichung der relativen Bahn 

VßC K g =wy + )/vo« + y^w^- 
Setzt man qp = w t, worin r/) der Drehungswinkel der Ebene 
ist, so erhält man die Projektion der absoluten Bahn auf die Horizon- 
talebene in Polarkoordinaten (y = r) 

Vo e?^ = w y + y Vo^-f- y2c«>». 
Ferner ist die relative Geschwindigkeit 

V,» = v„« + v^» = Vo* + g« t« + y« «,» 
und die absolute Geschwindigkeit 

Va* = V,« -f Vs« = Vo» + gH» + 2 y» w«. 
Endlich der Drack der schiefen Ebene 

dy 



wovon M die Masse des Punktes ist. 

535« Die relative Geschwindigkeit ist (siehe Aufgabe 532) 

Vr = Va + (— Vg). 

Ihre Teile nach den drei Achsen sind: 

Vrx = — aCÜ, Vry = aw+--— , Vr2 = -— — T. 

y 2 i/2 
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^QIJ 54:3. Resultate und Lösungen. 



Die relative Beschleunigung ist (siehe Aufgabe 527) 

yr = ya + (—1^) + yz > 

worin y^ = 2 w v/ und v/ = y Vn^ + Vyy* ist. 
Ihre Teile nach den drei Achsen sind: 

/rx = — a ci>* — w V V 2 , yry = — a co^ yrz = 0. 

536. Man erhält die augenblickliche relative Bewegung des 
zweiten Körpers, indem man seine Schraubenbewegung Zq ^2 ^** ^^^ 
entgegengesetzten Drehung von Wi zusammensetzt. Die relative Be- 
wegung ist eine Schraubenbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit 



0)^ 



Wi 



2 



und der Translationsgeschwindigkeit 



Die Achse C der relativen Schraubenbewegung schneidet a normal 
und teilt es im Verhältnis 

a Wo^ — To 0) 



'2 



2 ^1 



a 0)^^ -\- Tg (Ol 



Ihre Neigungen sind : cos (C A) = — 



cos(CB) = — 






537. 28,64 ^ [aus P . v = 2,75 °^^^g''«, 

r n TT 0,5 °» . 100 . TT 



V = 



30 



30 



.] 



538. 300 PS. 

539. t] = o,6 



540. 0,375 m» 



541. 20,25 °^kg/B 



aus 



cn n.mv.i. 19656000^36°» 

V . 26 .75 °^8'^ = 

' 7.24.60.60« 



50 1 

aus 10.75°»^«'8^(Q.1000)'^'« ^""'Töör 



absolute Leistung E^ = 10 ^/» . 27 "^ 



542. fj = 0,7 

5940^.25°» 



543. W= 70,05 T 



+|e.]. 

= 0,8 . 15 . 75 "^^g« -f f] . 30. 75 "^«M. 



W^. 



12,5. 1850°» 



3600« 
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Resultate und Lösungen. 54:4: 555. 

544. Q = 3,125 m» [(1000 Q)^^« . 1,8 «» . ^ = 45 . 75 °^i^« «]. 

14.400^ ^™ 24 

545. N = 2.88 P.8. [ " :^3 . 0,75 = N . 76 '^l']. 

546. 1,05 P.S. 



800 J' [40«^ + ^ . 30000 A 



[(1 - 0,4) Leistung = ^-^^^^ ]. 

547. X = 0,013 [4 . 75 "^^«'^ = 600 J' . 5 °^'« (sin b^ + x. cos 5«)]. 

548. 31,7 Minuten. 

549. Verlust 2 P.S. ; rj = 0,8. 

550. N=27,9 P.S. [N=;l. (10271.5)'^. 0,4«^. 2.^1. 

551. ni= 13,687 [aus "^11^^^ = 0,216^^]. 

n = 5 ni = 68,435. 

n 



N = 51,57 P.S. [aus N = — (15« .n.i)^. 0,6«» . 2 . — ]. 
Q = 12 592 J' [aus (N . 75) "»^g/s . 0,7 = Q^ . 0,2 1 5 «^«]. 

552. X = 25 Arbeiter [x . 2 «*«/« = <^^5^J^ . 2"^]. 

553. G = 288 T [Aus 0,8 . 80 . 75 °^8/« = G^ . ^J. 

554. Nach 34 Stunden 43 Minuten. 

[5000 . 1000 ^ . 3 «* = 2 . 75 "»J^'» . 0,8 . x », woraus die Zeit x in 
Sekunden.] 

555. Die Umfangsgeschwindigkeit des Göpels am Halb- 
messer RjL ist 

V = -^ = — , woraus n = 2,86. 

400 ^ 3 ™ 

Die Last erfordert '- = 24 ^^^^ Leistung ; nach Auf- 

50« 

gäbe 353 ist tj = 0,84, also ist die Leistung für den Mann 

24 mkg/s 

= 7,15 "»^»^ 

4 . 0,84 

Wittenbauer, Aufgaben. 
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556-563. 



Resultate und Lösungen. 



556. Damit der Bewegungszustand nach jeder Umdrehung 
derselbe sein soll, muß die Summe der Arbeiten während einer Um- 
drehung gleich Null sein; hieraus folgt: 

fj = 0,98. 

r h 

557. P = :pQ.tg(a + ß) = 2,82S tga = 



R 



2r7r 



Arbeit der Kraft: +429°^^«, 
Arbeit der Last: — 200"°^ 
Arbeit der Reibung: — 229«*«, 

Wirkungsgrad tj = -—• = 0,47. 

4o0 

558. a) Es ist die höchstens zu übertragende Umfangskraft 

P = Si — Sg = Si . ^^ = 73,1 ^ 

worin e'^ = 2,41. 

b) Die Umfangsgeschwindigkeit der Riemenscheibe ist 

rn^_ 

^—30 ■" '^ 



und die größte Leistung N 



75 



P V == 2,04 P.S. 



c) Es ist die Leistung der Reibung in Pferdestärken 

;l.fiDv?=0,07 P.S. 

559. 10,2 P.S. [Es ist die Arbeit der Reibung in der Sekunde : 



560. 4,8 °*8'« 



Rv = 0,05.G.^°^^g/«.] 

10.2.1,2°^ 



= 0,3.40^. 



60 



s 



Ferner ist 



561. fi = 0,048. [Es ist die Leistung der Reibung 
Er = 0,03 der absoluten Leistung 
= 0,03 . 400^^« . 3 °^ = 36 '»^s«. 

Er = f,.4000^.^""^' 



562. 6 Arbeiter. 



60« 
X . 8 *"^g s , 0,9 = 
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300^^.8"^ 
60« * 



Resultate und Lösungen. 563 565. 



563. t=17'16" 
[Für die Strecke Sj ist 



und ebenso für die Strecke Sg 

t2 = ;^ == ^Q (sin cfg + X cos «2) = 633,1»]. 

^^ p ^ 100 aG sin (aH-/?) 

24rncosa 

_ 10aGsin(a + /?) 
36 . 75 cos a 

565« Für die gezeichnete Stellung der beiden Wagen sind die 
Seilspannungen in A und B: 

Si = Gl (sin a + X cos a) -}- <1 (1 — x) sin a 
Sg = Gg (sin a — x cos a) + q x sin a ; 

hierin ist x die Widerstandsziffer für Räder. 

Nennt man P dJ« Umfangskraft an der Scheibe, so ist für 

Gleichgewicht 

P + ß, = S,(l + ^) + f,.^D; 

hierin ist die Ziffer der Seilsteifheit |==0,06d^, f^ die Ziffer der 
Zapfenreibung, D der Zapfendruck P -f- Si -|- 82* 
Durch Einsetzen wird P = A — Bx, worin 

A = 1 (Gl — Gg) ( sin a-f- fj x^ cos a) 



(Gl 4" Gg) ( X cos a + ^1 ^ sin a) 
+ -^ Gl (sin a-{'XcoB a) 



B = 2 q sin a 
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^ßß 569. Resultate und Lösungen. 



Die gewünschte Arbeit ist 





r m S 



BV 



566. A=-ca^; maxE 



• 

[Es ist A = yK.ds, s = a — r; femer 



I... ft 

2 "yi 



aus 



vdv = yds = .dr . . . . V* = — (a^ — r*) 

m m 

und E = K V = cT/~ yi^r« — r*.] 

r m 

567« A = Gr. [Es ist A = /^P. ds . cos qp, G sin t/; = P cos qp, 

^^ T»^ cos 2a)- - ,. 

tl; = — — 2 CD, woraus P = G ^ ; ferner ds = r . d ?/;, 

^ 2 ^ cosqp ^ 

A =y"G r COS 2 qp . d (2 9).] 



568. A = m uij 



Ti Tg rg r^ 

. 4mmia 

^— 8» — 2a2' 



, speziell für qp = 45®: 



[Für die Arbeit zur Überwindung der Anziehungskraft in r^ ist 



Ol 



ebenso für die Arbeit zur Überwindung der Anziehungskraft in r^: 



04 



Nun ist für qp = 0: Tq^ = r^^, also 

A, + A, = mm,(l-1); 
analog für Ag -f- A3.] 



569. A= . 

a 
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Resultate und Lösungen. 570—581. 

570. Jp = -^ (^* -j" T^)« [A-US Jp = J^ -[- Jy, wenn x die 
Syinmetrale des Dreieckes, y die dazu Senkrechte durch die Spitze ist.] 

571. Jp = 1(^^+1^)' F= Polygonfläche, s = Polygon- 
seite, h = Abstand der Seite vom Mittelpunkt 

572. Jp = ^(3b« + 3c2~a2). 

3 

573. Jp==-7rr*. 

574. ^ = rTZT? [i/k* '' «' - ^ ^*- - '*)(»* - »•*) - r*e 

575. Nennt man OA = r, ^AOX = qp, so ist 

OB = b=rcosqp, OC = h = rsinqp und das polare Trägheits- 
moment in bezug auf O : Jp = — (b h^ -|- b^ h). Soll Jp konstant bleiben, 

o 

so ist r* sin 2 qp = konst. der Ort von A. 

576. Nennt man Jp das polare Trägheitsmoment in bezug auf 

den Halbierungspunkt M des Kreisbogens, Jq jenes in bezug auf 

seinen Schwerpunkt S, J^ jenes in bezug auf den Kreismittelpunkt O, 

so ist mit 

rsina 

08 = x=:- , L = 2ra 

a 

JjL = Lr^, J^j = Jj — Lx^, Jp = Jo -j- L (r — x)^, 

T o ST /i s^"«\ 
woraus Jp = 2 r' L ( 1 1. 

F F 

577. — (a^ -[- b*) und — (5 a^ -{- b*) beziehungsweise 

|(a* + 5b»). 

581. Ist dz ein kleines Stück des Stabes, /wdz seine Masse, 
z sein Abstand von A, so ist ^dz . (z singp)^ sein Trägheitsmoment 
in bezug auf X und 

1 

T = ^ sin^ q) z^dz= — MV sin^ qp. 

o 
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^Ög 586. Resultate und Lösungen. 

582« Nennt man fidz ein Massenelement des Stabes, z seinen 

Abstand von A, x seinen Abstand von X, so ist 

1 

T = jx^/iidz und wegen 



X* = a* -|- z^ — 2 a z cos ß, 

b« = a2-}-F — 2alco8/?, ^BAX = /?: 

T=^(3a« + 3b2 — 12). 
6 

583. T = 4.^abc(a» + b»). 

3 g 

M 

585. a) Tq = — - (a^ -f- b*). [Zerlege in dünne Scheiben parallel 

der Grundfläche.] 

M 

b) Ti = — (4 b« + 3 h2). [Suche zuerst das Trägheits- 

moment in bezug auf eine durch den Schwerpunkt 
der Grundfläche gehende, zu a parallele Achse, dann 
in bezug auf die parallele Schwerlinie der Pyramide.] 

c) T,=^(3b« + h2), d) T3=^(b2+12h«). 

586. a)Ti=^Mr2. 

[Zerschneide den Kegel in unendlich dünne Scheiben 
parallel zur Grundfläche. Ist x der Halbmesser einer 
Scheibe, z ihr Abstand von der Spitze, d z ihre Dicke, 
so ist ihr Trägheitsmoment für die Kegelachse 

dTj =-/M7i;x*dz 

und wegen z = x— , dz = dx.— 

r r 

woraus mit M = — ^jihr* obiger Ausdruck folgt J 
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Resultate und Lösungen. 587 589. 



b)T, = |M(^*+h''). 



woraus 



[Benütze dieselben dünnen Scheiben. Ihr Trägheits- 
moment für eine zur Kegelachse senkrechte Schwerlinie 

ist dt ==--iM7rx*dz 

und um die parallele Achse durch die Eegelspitze 
dT2 = dt + dM.z2, dM = |U7rx«dz 

')^«=Ä^('^' + t)- [A«sT, = To + M(|h)']. 

7 1/2^ 
587» T = — — fi efi, [Suche zuerst das Trägheitsmoment in 

1/2 
bezug auf die Höhe des Tetraeders; es ist To=-^^^/Ma^. Dasselbe 

Trägheitsmoment haben dann alle übrigen Schwerlinien, also auch 
die zur Kante a parallele. Die Kante a und die ihr parallele Schwer- 

a 

linie haben den Abstand e = — ;=; die Masse des Tetraeders ist 

2)/2 

u ä 

^^61/2' ®® ^^^^^^ T = To + Me«.] 

588. Schneidet man die Fläche in unendlich dünne Ringe 
von der Höhe dx, so hat einer derselben das Trägheitsmoment 

^r x^dx, worin ^ die Dichte, 1 die Länge der Erzeugenden im 

R — r 

Mantel ist. Die Masse ist dann 

M = ^7rl(R + r) 

und das gesuchte Trägheitsmoment 

M 

T = |(R« + r«). 

2 

589. T = — M r^. [Entweder direkt oder aus dem Trägheits- 

moment der vollen Kugel — UTtr^ durch Differenzieren nach r, wor- 

15 

auf man ^.4r*7r.dr gleich der Masse M zu setzen hat] 

- 231 - 



^QQ 596. Resultate und Lösungen. 

590. Für jede durch den Kugelmittelpunkt gehende Gerade 

2 
ist das Trägheitsmoment der Halbkugel-Oberf lache — Mr*, nämlich 

2 

die Hälfte des Trägheitsmomentes der Kugel-Oberfläche — (2 M) . r^ 

(vergl. Aufgabe 589). Das Trägheitsellipsoid ist somit eine KugeL 

591. T = -— M :^3 g . [Zerschneide den Kegelstutz in 

Scheiben parallel den Grundflächen von unendlich kleiner Höhe; 

dann ist dM = i^^ x^dx, dT = --^ : x*dx, worin u die 

R — r 2 (R — r) 

Dichte, h die Höhe des Kegelstutzes, x den Halbmesser der dünnen 

Scheibe bezeichnet.] 

592. Tj =— Ma* für die Umdrehungs-Achse; 
T, = T8=iM(a''+3h»). 

593. T = |Mb», M = ||U7iab» 

ö o 

[Sind X und y die Koordinaten eines Meridianpunktes, parallel zu 

a und b, in bezug auf den Mittelpunkt der Ellipse und zerschneidet 

man das Ellipsoid in dünne Kreisscheiben senkrecht zur Achse 2 a, 

1 b* 

so ist dM = ^7ry^dx, dT = — ^7ry*dx und y*=--(a* — x^)]. 

^ a 

594. Es ist nämlich T^, + Ty = T^, + 2 1 z^ . dm. 

595. Rj = y2R* — r*. [Es ist das Trägheitsmoment des 
Ringes T = -^7i;a(R* — r*) und nach der Vergrößerung 

596. Sind Tj Tg Tg die Hauptträgheitsmomente des Ringes in 
bezug auf seinen Mittelpunkt, so ist T^ = Ma^ (in bezug auf die 

Schwerlinie senkrecht zur Ringebene), T2 = T3= — Ma^ (in bezug 

auf die Schwerlinien in der Ringebene). Es bleibt für das gesuchte 
Trägheitsmoment 

T = Ti sin2a+ Tg cos2a = ^(l + sin^«). 
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Resultate und Lösungen. 597. 598. 

597. Trägheitsmoment des Ringes : T^ = ^a [R* — (R — b)*] 

Trägheitsmoment der Nabe: Tg = ^ßir^^ — r*) 

2g 

Trägheitsmoment der Arme: 

T3=f|pM3pMR-b~r,)+4[(R-b)»-r,3]}. 

Zusammen : T = Tj + Tg + Tj = ^ . 235839,28 dem». 

Setzt man y = 7,5 -^ — 3, g = 98,1 dcm/sek* 

so wird T=28 322 [Dimension ML 2] 

in einem Maß-System, in dem das Kilogramm als Krafteinheit, der 
dem als Längeneinheit angenommen ist Also auch T = 2832,2 
in einem Maß-System, in dem das Kilogramm als Krafteinheit, der 
m als Längeneinheit angenommen ist 

598. Trägheitsmoment der Kugeln: 

Ti ='^.^ a» (r2 +|a2) =^. 9077333 
^ g ä V ^5 / g 

Trägheitsmoment der Nabe: 

T =:^^.^(ri*~r*j = ^^. 17355 cm^ 
Trägheitsmoment der Arme: 

= ^^.73407cm5. 
g 

Setzt man y = 0,0076 — ^ 

' cm* 

^ ^^^^ Kilo 
y =z 0,0005 i^ 



cm* 



g = 981 



cm' 
cm 



sek 



t 



so wird — ^ = 0,000024, ^^ = 0,0000016 

g g 

und Ti = 217,856, Tg + Tg = 0,145, 

und das gesamte Trägheitsmoment T=218 [Dimension ML^] 

in einem Maß-System, in dem das Kilogramm als Krafteinheit, der 

cm als Längeneinheit angenommen ist. 
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^QQ ßOI . Resultate und Losungen. 

599« Schneide in unendlich dünne Scheiben senkrecht zur 
Achse 2 a. Hat eine Scheibe den Abstand x vom Mittelpunkt, so 
ist sie elliptisch mit den Halbachsen 



n = — l/a^ — x^ und p = — i/ a^ — x*. 
a a 

Ihr Trägheitsmoment bezüglich der Achse 2 a ist 

dT = ^(np» + n»p).dx 

a 

woraus T = ^ . -^ (b» -f c«) [{&» — i»)» d x 

2 a J 



T = -t/M7rabc(b2 + c2) 
Die Masse des EUipsoides ist 

M= — /UTiabc 

also T=^(b2 4-c2). 

600« Differenziert man das Trägheitsmoment des vollen El- 
lipsoides aus voriger Aufgabe, so ist 

dT=-^dM(b2 4-c2)4--iM(2bdb+ 2cdc). 

Für zwei ähnliche Ellipsoide ist 

da; db ; de = a: b : c 

also db = da.— , dc = da.— 

a a 

4 
und wegen M = — ^Trabc 

3 

dM = 4/i«7i;bc.da 
woraus dT = ^ d M . (b^ -f c«) 

601. Man setze (vergl. Aufg. 599) das Trägheitsmoment des 
Körpers für seine Hauptachse X gleich jenem des EUipsoides: 

Ti = :Sm(y2 + z2) = |(b» + c2) 

und analog für die andern Hauptachsen. Man erhält daraus abc, 
die Halbachsen des gesuchten EUipsoides, sowie schließlich dessen 
Gleichung 
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Resultate und Lösungen. 60^ 608. 






Da für jeden andern Durchmesser von den Richtungswinkeln aßy 

T = Ti cos» a + Tg cos^/J + Tg coa^y 
ist, so stimmen die Trägheitsmomente T des Körpers für alle Durch- 
messer mit jenen des Ellipsoides überein. 

602. Nach Aufgabe 600 ist das Trägheitsmoment der ellipti- 
schen Schale 

dT = JdM(b2 + c8) 
3 

und ihre Masse dM=4^7rbc.da. 

Setzt man u = -, so wird mit b = a-T-, c = a. 7-: 

a A A 

M= 2k7i;BC und T = ^(B2 + C»). 

603. 4,893 MiUionen "^^g^ 

604. 7263 Tm. 

606« — -^ — Gr^n*. [Es ist die Bewegungsenergie der Welle 
L = - T w2 = - ^- - r» j \^j ; die Reibung verzehrt - L.] 

607. tg«a, = ^(tg«a + l)-^. 
[Die Energie der Schraubenbewegung ist 

weil c = rcü.tga die Geschwindigkeit in der Schrauben achse ist] 

608. X = 60. [Die Energie der Kugel ist 
l.__^iw -^^^^r ^^j\^r^j 180g- 

wenn r = 0,5 m, y = 7800 VmS eingesetzt wird. Dann ist 

IS 71:3 

L = 2464°^kg I _^^_.x2.] 

' 180g ■' 
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fiQQ 615. Resultate und Lösungen. 

609. X = n -i. [Die Energie der Kugel ist 

2 2\6g /\3ü/ 

Ändert sich die Energie nicht, so ist rn^(r — d).x.] 

610. ^ = °l/ dM + Vlx ' 

[Die Energie der Welle ist vor der Kuppelung: 

2 64g \30/' 

nach der Kuppelung: 

setze die beiden Werte einander gleich.] 

611. L = ^.Gr». 

g 

612. L = , /^„ • - n» fb« + c») a b c y = 0,2794 >»>«. 

6400 g 

613. Es ist L = ^ M c» + 5 T cd^ 



=^"■('+5) 



M 

g 



ff 2 \ ^ö/' 



g 
w = 2 n TT, 



woraus 



^=^-''[t('+s)+""*-('+s)]- 



614. L = I . ?^ abc (a« + b«) w«. 

dg VI/ 

[Aus L = ^ Tß2, T = ^M (a2 + b«), fl = 4 w.] 

615. Li = ^ . ?^ ab c (a« + b«) w». 

[Aus Li =^ T, fij«, Ti = T + M ^±^, fl^ = 3 w.] 

Die Änderung der Bewegungsenergie ist 

L — Li = J . ?^abc(a8 + b»)wl 
6 g 
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Elesultate und Lösungen. 616 619. 

616. Ist Tj das Trägheitsmoment des Kegels für seine geo- 
metrische Achse, Tg hingegen für eine durch die Spitze gehende 
zur Achse senkrechte Gerade, 2 a die Öffnung des Kegels, so ist 
das Trägheitsmoment für eine Erzeugende 

T = Ti cos2 a + Tg sin« a 
und mit Benützung der Besultate der Aufgabe 586, ferner aus 



20 r2-4-h*' 



woraus die Bewegungsenergie 

_ 1^ , Tt^n^ „ »r^ + eh« 

2 12000 r2-|-h^ 

617. Bei einer Abwälzung legt der Punkt O den Weg 
2 h n cos a gleichförmig zurück, seine Geschwindigkeit ist also 

cos a und somit die Winkelgeschwindigkeit um die Berührungs- 
erzeugende (o = - cotg a . 

Mit Benützung der früheren Aufgabe wird 

2 lOn« r^-l-h» 

618. Das Trägheitsmoment des Stabes für die Achse ist 



^Ml» + M(x-iy, 



T = 
12 

T 

die reduzierte Masse in A : SD? = — s. 

dSW 
Setzt man — — = 0, 

dx 



so wird X = ^^ 1 und STOmin = — . 



— 1 und aWmin = — 

o 4 



619. Das Trägheitsmoment für die Drehungsachse ist 
T = i-M,l«+AM3r«+M,a + r)2. 



Setzt man 2K = .y-- ^ g = M^ + M2, 



T 

(1 +"r)^ 



so findet man -L =V-- + — -^ 



3^ M 2 _ 3 
5^ Ml 2 
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(J2Q_ ß22. Resultate und Lösunp:en. 

620. Die Reduktion einer Masse hat nach dem Grundsatz 

zu erfolgen, dass die Bewegungsenergie durch die Reduktion nicht 
verändert wird. 

Es ist also allgemein die reduzierte Masse 

ü» = yju^ . d M, 

wenn v die Geschwindigkeit des Reduktionspunktes, dM ein Massen- 
element, u seine Geschwindigkeit bezeichnet. 

Nach diesem Grundsatz wird die Reduktion von Mj,Mg,Mg,M^ 
nach A liefern: 

ü»i = 4 Ml sin» (/) 

TI2 = 4 M2 cos» (p 

= Mj (i- + 2 8in2 y) 



50? 



3 



a», = M^ (i- 4- 2 cos" y), 



somit SD? = ÜKi + SR, + aWa + ÜK« 

= y (M3 + M,) + sin««jp (4 Ml + 2 M,) 

4- cos« ^ (4 M2 + 2 M^). 
2R bleibt unveränderlich, wenn 

2 M, + Mg = 2 Mg + M^, 
dann wird nämlich 

ü» = 2 (M, + Mg) + i- (Ms + MJ. 

621. Die Massenreduktion erfolgt wie in voriger Aufgabe. 
Es ist 

ÜR = Mj sin» cp -f- M2 sin» (qp + y) -|- ^3 ®"^^ (T^ "f" y 4" ®)* 

Soll Wl unveränderlich bleiben, so müssen Massen 
und Winkel in einer Beziehung zueinander 
stehen, die sich aus nebenstehender 2jeichnung 
ergibt. 

Dann wird nämlich 

3« = y (Ml + Mg + Mg). 

622. Hinsichtlich des Grundsatzes der Massenreduktion siehe 
Aufgabe 620. 

Nennt man O^ Og = A^ Ag = 2 a 

Ol Aj = Og Ag = 2 c, 
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Resultate und Lösungen. 623 62^. 

ferner Mg Q^ das Trägheitsmoment der Scheibe Mg für Og, so er- 
gibt zunächst die Massenreduktion von Mg nach Ag : 

"■^ = ^^^ ■ (ä)*' 

Um ntj nun nach A^ zu reduzieren, benütze man die Gleichung 



W^ 



(2c.|f)'=„,,.(2c4f^ 



oder ÜJ?, = M,.^.(^^)'. 

Nennt man die veränderliche Entfernung A^ Og = x, so ist 

di/;_ 4 b» 

d y x» ' 

worin b die kleine Halbachse der Ellipse ist; es wird also 

a»2 = Mg.^f4. 

^ ^ C» X* 



623. ^^SL=\/^, 

sm ^ a^ r G 1 



[Die Bewegungsenergie jedes Stabes in der tiefsten Lage ist 
gleich der Arbeit des Gewichtes 

— G 1 (1 — cos a) := — Gl Ij (1 — cos aj).] 

13 
624. Die nächste Ruhelage hat die Entfernung — a von O^, 

o 

von Og ; die Arbeiten der beiden Anziehungskräfte sind 



12 

5 5 

[Ist X die Entfernung des Punktes von O^, so ist die Arbeit 
der beiden Anziehungskräfte 



A = k /'(2 a — 3 x) . d X ; 



für die beiden Ruhelagen muss dieser Ausdruck Null werden.] 

625. y3iir 

[Anfangsenergie : _ T w^^ == y . (y . — 1 « j . (y j , 

Endenergie: Null, 
Arbeit des Gewichtes: — G . -.] 
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ß^ß 630. Resultate und Lösungen. 

626. Die Bewegungsenergie der Walze ist 

L = 4tw2, T=4r.— r^ G = Gewicht der Walze. 
2 ' 2g' 

4 r 
Ihr Schwerpunkt S hat von O den Abstand — . — ^2* sobald er 

in die tiefste Lage kommt, hat das Gewicht die Arbeit geleistet: 

^Gr(l/2-l). 

Iß 

Es wird für A: Vmax^ = ^ gr {}^2 — 1). 



^«%ß 2 G G 

629. Die Arbeit der drei Anziehungskräfte ist 

o o 

A = / k m m^ (a -|- x) . ( — dx)-[-2/kmmjX ( — d x), 

4a 4a 

wenn die Entfernung des bewegten Punktes von A mit x be- 
zeichnet wird. 

Setze A = — m v^, 

so wird v^ = 56 k m^ a^. 

630. Da die Energie des Punktes m in beiden Ruhelagen 
Null ist, so muss die Arbeit A seiner Kräfte verschwinden. 

Es ist 

- . rt in m. , 1 . , mm,, _ , 



woraus 




X 

— 2xdx . r — dx 



— 2xdx r 



A_mnu, , ,^, , (i^^^^a 



f 2 , 1 V „ 

= m iDj I -—^ ^=^^ 4- ^—r — I = 0, 

T + ^ j 



00 



1/^ 



4— l/lö 
woraus : x = = — a. 

)/l2 
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Resultate und Lösungen. 631 635. 

631. Für Gleichgewicht ist tg « = r^. 

Wenn der Winkel von A' C B' bis zur nächsten Ruhelage 
schwingt, ist die Änderung der Bewegungsenergie Null, also auch 
die geleistete Arbeit: 

A := 2 a q . a sin g) — 2 b q . b (1 — cos fjp) = 0, 
worin q das Gewicht der Längeneinheit ist. Daraus wird 

*^ 2^P 9) = 2 a. 

632. Die anfängliche Bewegungsenergie ist 

worin das Trägheitsmoment der hohlen Walze 

Die Arbeit des Gewichtes ist — Gh. 
Setzt man — Lq = — G h, so wird 

2 4Ggh 



2GR2 + 7rly(R2~-r2) 
und CO = 4,19. 



AQo 3gd(d~i)yd «-p 

^'*'^- ^ 3d«-2P • 

634. BC = x = s(^— cosa). 

[Die Gesamtarbeit muss Null sein. 
Arbeit des Grewichtes: Gssina. 

Arbeit der Reibung: — f (G cos a . s -f- G x).] 

635. fi = f2 cos a — sin a. 

[Das Prinzip der Bewegungsenergie liefert für den einen Teil 
Gl des Körpers 

worin v die Geschwindigkeit des Körpers in A ist; für den andern 
Teil Gg 

^ — ^ V* = Gg S2 sin a — Gg fg S2 ^^^ öf .] 

Wittenbftiier, Aufgaben. 
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ßßß 64:1. Resultate und Lösungen. 

636. Es ist A.= |Tc„»-i-T (!)>= ig. 

1 G 



2 g 



r^ 



71« 



woraus : A, = ^^^ G r« n". 

637* Bewegungsenergie der Welle zu Beginn : 

2 ^"» - 2-U g W"Uo/- 
Bewegungsenergie zu Ende: Null. 
Arbeit der Reibung: — fj G . 2 r tt . x, 

638. s =-^ = 10,098°^. 

4gf 

639. v2 = 2 g [r (1 — cos a) + f (1 + r sin a)]. 
[Arbeit des Gewichtes: — G r (1 — cos a), 



a 



Arbeit der Reibung : — fGl — /f.Gcos()n.rdy. 

•o 

1 P 
Anfängliche Bewegungsenergie : v^.] 

2 g 

640. X = 172,7'°. 

1 O 
[Anf augsenergie : — v^, 

Arbeit des Gewichtes: — Gxsina, 

Arbeit der Zapfenreibung und rollenden Reibung : — x G cos a x, 

worin X = ,^JL ■ = 0,00725, 

daraus: x = — — --; ; — r, cos a =^ 1.1 

2 g (sm a-f-K) 

641. Die Bewegungsenergie des Gewichtes in der tiefsten 

1 C 

Lage ist G a (1 — cos a) = -^r v* ; 

2 g 

sie wird aufgewendet für die Reibungsarbeit fGl; daraus ist 

f = -Y-(l — cosa). 
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Resultate und Lösungen. 64:2 64:4:. 

642. Für die äusserste Gleichgewichtslage der Kette ist 

_ fl 

""^ — Y+i' 

Die Elementararbeit des Gewichtes ist q x d x, die der Reibung 
— f q (1 — x) d X, somit die Bewegungsenergie am Ende 

1 1 

y ^ Vi« = / q X d X — / f q (1 — x) d X. 

Xi Xi 

gl 



woraus: Vj« = 



1 + f 



643* Lässt man den Widerstand der rollenden Bewegung 
p 

9J = y . — im Mittelpunkt der Kugel angreifen, so ist seine Arbeit 

JL 

— 3i X. Die anfängliche Bewegungsenergie der Kugel besteht aus 

1 P 

der Schwerpunktsenergie — c« und aus der Energie der Drehung 

um den Schwerpunkt ^ 

2 2 5g \ r / 

Aus Lq = 3J X wird 

_ 7rc« 

p 

644. Nennt man p := — = — den Druck auf die Plächen- 

einheit und nimmt man in der Entfernung q von der Achse einen 
ringförmigen Flächen streifen 2 ^ ti . d ^ an, so ist dessen Reibung 

f p. 2^7r .d^ 
und die Arbeit der Reibung bis zur Ruhe 

— (fp.2ß7r.df).2f7r.x. 
Die Gesamtarbeit der Reibung aller Flächenstreifen bis zur Ruhe ist 

r 

A = — 4 7i2fpx/ß2dp = — TT^fpxr^ 

Die Anfangsenergie ist 

. 1 G JuttV 
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ß^^ 64:8. Resultate und Lösungen. 

Aus A = — Lq folgt: 



4800 f g' 

645. Setze die Summe der Arbeiten gleich null : 

y x 

Ps + Px— Gx— yFi.dfi + 2/F.df = 0. 



Hierin ist P = — — . p der Druck auf den Kolben (Arbeit P s) 

und der gleich grosse Druck auf den Deckel des Zylinders (Arbeit 
P x) ; ferner y die Zusammendrückung der Feder F^ und zwar : 



Man erhält: 



a(c4-d) /IX 



(P — Fo m) (x -f s) — 4" t m* (x + s)^ — k x* = 0, 

woraus: x = 25 m m. 

646. Nach dem d'Alembert' sehen Prinzip halten die 
äusseren Kräfte (Gewicht und Druck) mit den Trägheitskräften 
Gleichgewicht; es ist also 

D + M y = G 



I^ = ö(l-|)=5,, 



oder D = G I l ^ I = 5,923^ 

647. Nennt man y die Beschleunigung von G nach auf- 
wärts, also auch jene von G^ nach abwärts, R und R^ die 
Reibungen, M und M^ die Massen, so ist die Fadenspannung links 

G sin a + R -|- M y 
und rechts G^ sin /? — Rj — M^ y. 

Setzt man diese Spannungen gleich und überdies 

R = f G cos a, Rj = f Gl cos ßy . 
so bleibt 

y = — — ^ [Gl (sin ß — ^^ f cos ß) — G (sin a + f cos a)]. 

648* Ist y die Beschleunigung von G, so ist -^ die Be- 

schleunigung von G^. Die Fadenspannung rechts von der festen 

Rolle ist G — M y, 

die Fadenspannung links von der festen Rolle ist 



]-(g.+m,-|-). 
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Resultate und Lösungen. 64:9 652. 

wenn M und M^ die Massen sind. Setzt man die Fadenspannungen 
gleich, so bleibt . ^1^ 



649« Die Seilspannung links von der obersten Bolle ist 

G— My, 
hingegen die Seilspannung rechts 

^(Gi + Miyi). 
Die Beschleunigung y^ von Gj ist ein Viertel jener von G, also 

y 

Setzt man die Seilspannungen gleich, so bleibt 

G-^G, 

y = g -. — • 

G+-G. 

650* In der Richtung der Stange halten Gleichgewicht: die 

Spannung S, der Teil G cos q> des Gewichtes und die Trägheitskraf t 

G v2 . / v^\ 

— . -T- ; hieraus ist S = G ( cos qp + t— I • 

gl V ^ ' lg/ 

651* Die Bremsreibung ist 9t = G (e^^ — 1), die Zapfenreibung 
fjD = fi(e'^-f 2)G. Bilde die Momente der Kräfte und der 
Trägheitskraft My um die Drehachse und setze ihre Summe Null. 
Es wird y = g(l,23 — 0,26e'^). 

652. Die Bewegung sei so weit vorgeschritten, daß A den 
Abstand x von C hat; dann sind die Spannungen in der Kette 
links und rechts von der kleinen Rolle 

S = qx sm a -f- -^— y 

Si = q(l — x) sma— -^^^— — - y. 

Hierin bezeichnet q das Gewicht der Kette für die Längeneinheit, 
y ihre Beschleunigung. Setzt man S = S^, so folgt 

l 2x 

y =;gsina = — = a — bx 

und aus vdv = y.( — dx) . 
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ß^Q 655 ■ Resultate und Lösungen. 



V» 



= a(l-2i)-b(-^-x«) 



und für x = o die verlangte Geschwindigkeit 

Vi*=Yglsina. 

653« Bringe in G und G| außer den Gewichten die Trag- 

heitskräfte — .co'lsino) und — a>^ L cos cp an und setze die Mo- 
g ^ g ' ^ 

mente um O gleich Null. Es wird 

1 1 _w^ 



Sin (f cos q) g 
Das Biegungsmoment um O wird 

M = Gl (2 sin qp — cos qp). 

654* Ist /udx ein Massenelement der Stange a, x sein 
Abstand von O, so ist ^dx . x sin ^ et)' seine Tragbeitskraft, 

a 

/udx . x' sin 9> cos (p w* ihr Moment um O, fi w^ sin y cos qp / x* d x 

o 

1 O 
= — cci^a^sinrjpcosqp das Moment der Trägheitskrafte der Stange 

a um O. Setzt man die Summe der Momente der Gewichte und 
der Trägheitskrafte um O gleich Null, so wird 

„ 3 Gasincp — Gibcoscp 

2 ^cos9)sinqp(Ga2— Gib«) 

655* Setzt man O A = a und OB = b, und nimmt auf O A 
ein kleines Stück dx des Stabes in der Entfernung x von O an, 
so ist fidx dessen Masse, ^u d x . x sin ^ . &>^ dessen Trägneitskraf t und 
^dx. x« sin qp cos q) w« deren Moment um O. Die Trägheitskrafte des 
Stabes OA haben um O das Moment 



M, 



= fi 10^ sin cp cos cp / x« d x. 



o 

Bildet man ebenso M2 für den Stab OB und nimmt die Momente 
der Gewichte hinzu, so ist 

M 1 -f Mg— /wg sin (p . — ^ — = 0, 

3 g a« — b« 
woraus cos Oi = — - ^ -o— 7— rs- 

^ 2 w^ a^ -{- b^ 
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Resultate und Ijösungen. 656 658- 



656* In Gl wirken: Gewicht, Trägheitskraft 

a 

(b sin 1// -}- a sin (p) w* 



g 
und Fadenspannung Sb. In G wirken: Gewicht, Trägheitskraft 

— a sin (jp . £0^ , sowie die Fadenspannungen S» und Sb- Stelle für 

jeden der beiden Punkte G und G^ zwei Gleichgewichtsbedingungen 
auf. Es ergeben sich für die Winkel q) und ip dieGleichungen : 

— (a sin ()p -|" b sin t/^) = tg t/^ 

— hsmifj^ — ^(tgt/; — tgy) 

und für die Fadenspannungen: 

G-fGi Gl 

Öa = j ^b = -. 

cos (p cos ip 



657. Die Spannune; im Faden ist S = — — - — . Nimmt man 

^ 2 cos ^ 

in der Entfernung x von O ein Massenelement fidx der Stange 

OA an, so ist dessen Trägheitskraft 

judx.x sin qp.w^. 

Bildet man die Summe der Momente der äußeren Kräfte und der 

Trägheitskräfte für OA um O, so wird 

2a 

— Gasing) — S.4a cos (/) sin qp -f- / ^dx . x sin qp w^ . x cos (p = 0. 

o 

Setzt man überdies die Masse der Stange OA: 

G 
// . 2 a =: — , 

g 

so wird 



0)^ cos 



-lf('+4)- 



658* Ist qds das Gewicht eines Stückes ds der Kette mit 
den Koordinaten x und y, so ist - — yw* dessen Trägheitskraft; 
projiziert man beide Kräfte auf die Normale der Kurve, so wird 

qds.smijp =- — y w^cosy, 
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6Ö9. 660. Resultate und Lösungen. 

wenn q) der Winkel der Tangente gegen die X ist. Es wird also 



oder 



dy ufi 

tg9, = - = y.- 



y g 

und da für x = o, y = a ist : 

y = ae8 
die Gleichung der Kurve. 

659« Nennt man y und y^ die Beschleunigungen von G und 
G^, M und M^ ihre Massen, so ist 

S = G + My, Si == Gl — M^yi 

endlich wegen Gleichgewicht S r = S^ r^ ; hieraus folgt : 

^ — SQr2_j_Giri« ' 
ferner aus h = — - Vi t* : 

2h Gr^+G^ ri« 

"~gri G^ri-Gr"' 
endlich die Spannungen 

GG^ ri(r + r,) _ G6i^(r + ri) 
^— Gr^ + Giri«' ^ "" Gr» + Gir^« * 

660* Bringt man in jedem Massenteilchen dm des Wellrades 
die Trägheitskraft ^A.dm an und hildet das Moment um die 
Achse des Wellrades 

IN = j Qkdm,Q = X j dm.Q^ = lTf 

worin T das Trägheitsmoment des Wellrades um seine Achse ist, 
so wird für Gleichgewicht 

Sr + AT = Siri, 
woraus : 

Gt ri — Gr 
^^Gr^ + G^r^^ + gT 

^,_2h Gr^ + Girx' + gT 
gr/ G^r^ — Gr 
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Resultate und Lösungen. 661. 662. 

o_P G,r,(r + r,) + gT 

_ Gr(r + r,) + gT 
^~ »Gr« + Giri« + gT' 

661. Für das linke Gevrioht gilt die Gleichgewichtsbedingung 

S = G + q(l-.) + ^(^=^y, 

für das rechte 

Sl + g y = Gl + q X. 

Überdies sind die Spannungen im Faden 8 und S^ bei A und B 
gleich. Hieraus folgt 

^_ Gi-G + qi2x-l)_ 

^-^""G + G. + ql -« + b^- 

Aus V d V =-• y d X folgt ferner 

v* = 2ax-|- bx^ 
und die Geschwindigkeit v^ für x = l 

2gl(G,-G) 

' -G + Gi + ql' 
Endlich wird 

e_ö _ 2(Gi+qx)[G + q( l-x)] 
^-''»- G + G7+^l • 

662. Ist das Gewicht um x gesunken, so drehen im Sinn 
der Uhr die Gewichte G-f-qx, entgegen die Trägheitskräfte. Ihr 
Moment ist 

G±l^yr + A[Ti + T, + T,]. 

Hierin ist 

y die Beschleunigung des Gewichtes G, 

A = -^ die Winkelbeschleunigung der Welle, 

1 O 

Tj = ^ r^ das Trägheitsmoment der Welle, 

1 P 
Tj = - — ^ R* das Trägheitsmoment des Rades, 

T3 = — r^ das Trägheitsmoment des aufgewickelten 

Seiles. 
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663* 664:. Resultate und Lösungen. 

Setzt man die Summe der Momente Null, so bleibt 

2gr2(G + qx) 

^ 2 G r2 + GgR« + Gl r» + 2 lqr2 
und aus vdv = ydx durch Integration die Endgeschwindigkeit (x = l): 



2 



Q 



v^=-m(--M 



G -\- ql -\- 1. (g, + G,^^) 

Vi = 1,8 '»/». 

663* Anfangs ist für Gleichgewicht 

2Fi = 2k(lo_li) = G + G,. 
Während der Bewegung des Kolbens ist nach dem d'Alembert- 
schen Prinzip 2 F — G — G^— My + Mj y^ = 0, 
worin 2F==2k(lo — x) 

die veränderliche Kraft der Federn, y die aufwärts gerichtete Be- 
schleunigung des Zylinders ist. Man erhält 

und aus vdv = ydx die Geschwindigkeit des Zylinders 

2 klo - G - Gl (l - ^^) - k(x + Ij)]. 
Der Zylinder kommt wieder in Ruhe, wenn 

«+o.(.-a) 

wird; um diese Größe hebt sich der Zylinder, um sodann um die 

Gleichgewichtslage x^ — 1^ =r — ^ . ^ zu schwingen. Sobald der 

Kolben den Boden erreicht hat, kehrt der Zylinder wieder dauernd 
in seine Anfangslage zurück. 

664. Nennt man M und M^ die Massen von P und Q, S 
und Sj die Seilspannungen, v und v^ die Geschwindigkeiten, y und 
y^ die Beschleunigungen der beiden Gewichte, so ist nach dem 
d'Alembertschen Prinzip 

S = P + My 
Si cos y + Ml y^ =r Q 
und weil 8 = S^ : 

(P + My)cosy = Q — M^yi 1) 
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Resultate und Lösungen. 665 669. 



Gleitet Q um dx nach abwärts und hebt sich P um ds in die 
Höhe, so ist d s = d x cos q) 

also V = Vi cos (]p = Vj 



)/a2 + x^ 



und durch Differenziation 

dv 



y = 



dt 



Yi 






a 



8 



l/a^ + x^ • ^ i/(a2 4-x2)3 
Obige Gleichung 1) geht nach Einsetzen über in 



Yi 



Mi + 



Mx^ 



a^ + x2j 



oder 



und 



dk« 



Mi + 






Ma*x 



= Q-P 



a^ -j- x^ 



2 



Mi + 



Mx» 



(a2 + x«)2 



l/a2 + x^ 



dx 



= 2Qx — 2Pl/a2 4-x2 + C, 



a^ -|-x^ 

also die gesuchte Geschwindigkeit des fallenden Gewichtes Q, da 
für X = 0, Vi = o, C = 2 P a wird : 

Vi — ^ g 



2 



Q + P 



a^ _|_ x^ 

665. Da der gemeinsame Schwerpunkt in Ruhe bleibt, ist 

Gl Si — 6 s = o, also Si = s . j:;-, 

666. Es ist X = 0. 

667. Der Rücklauf der Kanone beträgt 

/ Gv y 1 

Ig + gJ 2lg' 
wenn G das Gewicht des Geschosses, Gi das Gewicht der Kanone 
bedeutet. 

668* Wenn Gi um x nach links gerückt ist, hat G den 
horizontalen Weg bj — b — x zurückgelegt, falls das kleine Prisma 
bis zur Unterlage herabgeglitten ist. Es wird, da auf den gemein- 
samen Schwerpunkt beider Prismen nur vertikale Kräfte wirken, 

Gix — G(bi— b — x) = o 

sein, also x = \ ^ — . 

Cj + Cti 

669* Nennt man x und Xi die Abstände der beiden Punkte 
nach beliebiger Zeit von der Anfangslage von G, Zg den Abstand 
ihres gemeinsamen Schwerpunktes, so ist 
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670. 671. Resultate und Lösungen. 



28 = 



Gx + GiXi 



G + G, 
und 



dzs 1 



dx dXj 

^dt + ^^^ 



dt G + Gi 

dx 
Für den Anfang ist -j— = o, also 

d^s _ _ G| 
dt"""^«~G + G/" 
Setzt man in der Gleichung für Zg 

Z8 = h, x==ygt2, xi=h — Ct + ygt«, 

so wird die gefragte Zeit 

* = gjGq: gT) t^i ° + y2ghG(G + Gi) + Gi2:^«]. 

670. Im Augenblick der Trennung von G und Gj ist 

(G 4- Gl) V, = G V + Gl (V. — ci), 
wenn Vg = c cos a die Geschwindigkeit des gemeinsamen Schwer- 
punktes ist. Daraus wird 

V = c cos a + Y=r Gl- 

Nennt man W die halbe Sprungweite des Turners (während des 
Aufsteigens), W^ die halbe Sprungweite, nachdem er sich vom Ge- 
wicht trennte (also während des Abfalles), h die Sprunghöhe, so ist 

h = — — sin^ a, 

g g 

und x = W,-W = S^.^^^^^. 

G g 

671. Nach dem Schwerpunktsprinzip ist die Anfangsgeschwin- 

digkeit des Kahnes v« := ;^- c. 

a £t 
Seine Beschleunigung ist — >>,- v* ; aus der Gleichung 

dl- G,^' G,^- v» 

,. j , G G. c 

findet man v = z^-i^-. — 7^ 



Gj^ + Ggact 
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Resultate und Lösuöpfen. ß'J'2 676. 

672. Da keine Reibung auftritt, dreht sich die kleine Scheibe 
nicht, sondern besitzt nur Translation. Der Punkt A beschreibt 
einen Kreisbogen mit dem Mittelpunkt B, wobei BAOgO^ ein 
Parallelogramm ist. 

673» Sie ist eine horizontale Gerade, senkrecht zur Bildfläche, 

in der Entfernung r ( 1 ^ cos y I vertikal über N. [Da keine 

Reibung auftritt, muß der Schwerpunkt vertikal sinken; der Punkt 
N bewegt sich horizontal; aus diesen beiden Bewegungsrichtungen 
kann man durch Ziehen der Normalen die Lage der Momentanachse 
konstruieren.] 

674. Der Schwerpunkt (Mittelpunkt) der Stange fällt in einer 
Vertikale, da nur Vertikalkräfte vorhanden sind. Nennt man q) den 
Neigungswinkel der Stange während der Bewegung, x und y die 
Koordinaten von A, so ist 

X = 1 cos a -|- 1 cos qp 
y ^ 2 1 sin qp, 
woraus sich der Ort von A ergibt: 

(x — 1 cos a)« + ^ = V (Ellipse). 

Führt man durch den Mittelpunkt der Stange eine Horizontale, so 
ist ihr Schnitt O mit BY das Momentanzentrum (Drehpol) der 
Stange und OA die Normale der Bahn von A. 

675. Ist T das Trägheitsmoment beider Scheiben um ihren 
gemeinsamen Schwerpunkt, so tritt die Winkelbeschleunigung 

2PR 

A = — jp — um jenen Punkt auf, da er in Ruhe bleibt. 

93 GR2 



Es ist T = 



somit X = 



160 g 
320 P g 



93 GR* 

676« Ist S die Spannung, welche nach dem Zerschneiden des 
Fadens CD in AB entsteht, G das Gewicht der Platte, R die Mittel- 
kraft aus S und R, so ziehe durch den Schwerpunkt der Platte eine 
Senkrechte zu G; ihr Schnitt mit AB ist der Drehpol der Platte. 
(Bezüglich der Bestimmung von S siehe Aufgabe 697 bis 702.) 

Wenn AB und CD vertikal sind, ziehe durch den Schwer- 
punkt der Platte eine Horizontale und bringe sie zum Schnitt mit 
AB; dann ist der Schnittpunkt der Drehpol. 
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677. 



Resultate und Lösungen. 



677. Auf den Gesamtschwerpunkt S von M und m wirken 
nur vertikale Kräfte, er kann also nur vertikal fallen. Nennt man 

^ und X die horizontalen Entfernungen 
der Schwerpunkte von M und m von der 
Vertikalen durch S, so muß also sein : 

M . § = mx 
und nach zweimaliger Differentiation 

M .-p-i = m . -r-^ 
dt« dt« 

oder M . y = m . y^^. 

Die relative Beschleunigung y^ von m hat 

die Eichtung der Keilfläche BA; es ist 

nach den Gesetzen der relativen Bewegung 

y^. = absolute Punktbeschleunigung — Beschleunigung des Keils 

oder y^ = yi + y (siehe Figur), 

wobei die Beschleunigung des Keils nach rechts gerichtet ist. 

Die absolute Punktbeschleunigung y^ besteht aus der Beschleu- 
nigung g der Schwere und der Beschleunigung des Druckes D; 
ihre Teile sind: 

D 




Yl7 



g cos a 

m 



D 



M 



yjx — — sma = — y, 

'^ m m ' 



also D = 



My 
sina 



Nach der Zeichnung ist 



tga 



_ yiy 



" y + yix' 

woraus nach Einsetzung der Werte 

m cos a sin a 



Sodann ist 



M 



M-j- m sin«a* 

M cos a sin a 



Yi^= — Y = S 



m 
My 

sina 



D=-r^ = 



M -[- m sin^ a 
M m g cos a 



M -|- m sin« a 

(M -[- m) sin« a 

yiy — g "M + m sin«^' 

Die absolute Beschleunigung y^ der Punktmasse m ist 

g sin a 



Yi = Vrix'H-y,y' 



— . - - y M« -f- (2 M -f in) m sin« a 



M -|- m sin« a 
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Resultate und Lösungen. 678. 679. 

und ihre Neigung gegen die Horizontale 

y,y M -f- na 
^ yix M 

Da q) konstant ist, ist die absolute Bahn des Punktes m eine 
Gerade, q) ihre Neigung gegen die Horizontale. Die relative Be- 
schleunigung wird 

y,v (M + m)sina 
V- = ^ = g , 

' sin a M -f- m sin^ a 

der Druck zwischen Keil und horizontaler Ebene: 

D, =Mg+Dcosa=: ^^ \ ^. i-. 
' ^ * M -f- öl sin^ a 

678. Die Schwingungsdauer des Kugelpendels ist bei kleiner 

Schwingung T = 7f 1/ ~^, 

Darin ist das Trägheitsmoment um O 

To = M(|r2 + a«). 

Setzt man ebenso T.=2T = n V^—^ 

f Mx 

Toi = M(|-r2+x2), 

/ 2 r* \ 2 

so wird x^ — 4x1 \- b,] = - 

\ 5 a ' / ö 

und Xi = 160,938 cm, X2 = 0,062 cm. 



r2 



yT T 

- -^- ist, muß — 
Mr0 Yq 

1 / 1 \2 

ein Minimum werden. Darin ist T^ = — M 1* -f- M I x — I das 

Trägheitsmoment der Stange um O ; rQ = x — der Abstand des 

Schwerpunktes von 0. Aus 

V 1 

-|- X — = Minimum 



6(2x — 1) ' 2 

Mg. X = ± (, ± J^). 
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ß^Q 6S4. Resultate und Lösungen. 

680. ;i = gsiny '°^/^ + '"»\ - 

^mili2 + ma V 
^ ^ mi li^ + Pig Ig g 

081. Setze die Schwingungsdauer der beiden Ringe um O 

gleich. Es folgt W\ = ^ft' 

worin % = M R^ + M (R — r)^ 

das Trägheitsmoment des Ringes R für 0, 

ro=R — r 
der Abstand des Ringmittelpunktes von O ist; ebenso T^^ und r^^ 
für den Ring R^. Es bleibt 

R = Rj 
und 2 R Ri — 2 r (R -f Ri) -f r» = 0. 

082. Die Winkelbeschleunigung des Kegels ist 

Pr 3 

1= ^, T = — - M R* Trägheitsmoment des Kegels, 

M = - — R^ 71 h Masse des Kegels. 

Da k konstant ist, wird die Winkelgeschwindigkeit des Kegels 

(O = a)Q-\- kt 
und für w = : 

71 y R* h Wo 

icTg^PlT* 



«83 



. ft, = 2"|/|-. 



684. Nimm in der Entfernung x von ein kleines Stück 

d X des Stabes an ; seine Widerstandsfläche ist b d x, das Moment 

des Widerstandes um ist k . b d x . (x w)^ . x und das Moment 

sämtlicher Widerstände 

1 



M 



= k b CO« /*x» d X = -^- k ci>2 b 1*. 



Das Trägheitsmoment des Stabes für O ist 

T = -^ -^- b2 1« 
3 g 
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Resultate und Lösungen. 685. 686. 

und die Winkelbeschleunigung des Stabes 

3kg 1 

worin a = . -r-, 

4 y b 

Aus (odo) = X,dq> wird = — a d o) 

und nach Integration (o = cDq e~ ■ ^, 

Setzt man co = -^, so wird coa . d t = e * ® d rr, 

dt ' 

durch Integration acDQt = e*? — 1 

und endlich </) =^ — log (1 -j- a Wq t). 

a 

085. Das Moment des Luftdruckes um die Achse des Tür- 
flügels ist M = h b cos (jp . q . — cos y, 
das Trägheitsmoment der Türe 

T = 4-. — b^hd. 
3 g 

Die Winkelbeschleunigung der Türe ist 

M 3qg 2 

TrT = . 1. 1 COS^ W. 

T 2ybd ^ 
Aus o; d 0) = A . ( — d (p) folgt nach Integration 

w« = 7-4A (7t — 2 o) — sin 2 er) 
4yb d ^ ' 

und die gefragte Geschwindigkeit: 

o_ 3yrqgb 
^ "" 4yd • 
686. Teilt man die Platte in dünne Streifen parallel zu h 
von der Breite dx und der Entfernung x von der Achse, so ist 
der Luftwiderstand eines solchen Streifens 

k . h d X . (x w)^ 
wenn k die Proportionalitätskonstante und w die veränderliche Winkel- 
geschwindigkeit ist. Die Summe der Momente aller Luftwiderstände 
um die Achse ist 

b/, 

M =2 /^k.hdx.(xw)2.x = ^kcü2hb*. 



Wittenbauer, Aufgaben. 
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0g'7 Resultate und Losungen. 

Das Trägheitsmoment des Flügels um die Achse ist 

T = J^.^b»hd, 
12 g 

wenn die Dicke d sehr klein ist Die Winkelbeschleunigung des 

M 

Flügels wird l = — 7p- = — a w^, 

3 g kb 
worin a = -— . — . — r- 

8yd 

und wegen X = -y- ' 

, 1 1 
a t = . 



CO CD. 







Soll co = -^ werden, so ist für die Zeit 



a coq 3 * g * k b Wq 

687. Die Winkelbeschleunigung des Flügels ist 

Gr — M 

^ rp 

Hierin ist M das Moment des Luftwiderstandes, T das Trägheits- 
moment des Flügels um die Spindel. 

Teilt man die Fläche des Flügels ähnlich wie in voriger Auf- 
gabe in Streifen parallel zu h von der Breite d x, so ist 

b« 



M 



2 k h w» /*x3 d X = y k h CO« (bg* — \^), 



b, 

Ferner ist T = -|- h d ^ (bg» — b^ 3). 

3 

dco 



Es wird Ä = A — B co*' 



2 



dt' 



worin A = ^, B = ^ 

Die Differenzialgleichung dt := ^ — ^ 

liefert t = -4_ log ^^ + '^ ^^"^ 



21/AB i/A— col/B 
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Resultate und Lösungen. ßgg 690 



=t/— ^ 



Gr e^* — 1 
woraus cü 



bi*)e<i*+l' 



mit 



3l/Grk(b2* — bi*) 



iudl/2h(b28 — bi») 

ft88. Ä = 7=r(asina) — fr — ; — ■^^. — -S- ) Winkelbeschleu- 

To \ ^ sin {a-\-ß) I 

nigung. Setzt man 

G a G f r sin a -j- sin /? ^ 

TV--*-' ~%" sm(a + /?) =^' 
SO wird CO d w = A . d (jp = (A sin (jp — B) d ^, 

woraus —- = A (cos (jPq — cos qp) -)- B (r/i^ — y) 

und für cp = u wird die Geschwindigkeit des Schwerpunktes 

Vg« = 2 A a« (1 4- cos ^o) — 2 B a« (tt — 9)0). • 

089. Für die Winkelbeschleunigung ergibt sich 

3 3g 

und aus (odo) = kdq) durch Integration 

2 3g . 
(O^ = -y- sm q). 

Nimmt man ein Stück d M des Stabes in der Entfernung x von O 
an, so besitzt es die Trä^eitskräfte d M . x co* in der Richtung O A 
und d M . X A senkrecht zu A, um O gegen den Uhrzeiger drehend. 
Bildet man die Projektionen der äußeren und Tragheitskräfte, so wird 

X = (Ä sin cp -\- cü* cos y) y x d M 
Y ^ G -f (cü* sin qp — A cos qp) y X d M 

J 2g 

9 1 

X = -- G sin 9) cos qp, Y = — G [10 — 9 cos* q)\. 

o . . . ^^ . . Y 10 — 9cos2g) 

betzt man xp = 90 + q> + a, cotg a = __: ^ — -^ ^, 

^ »XI' o ^ 9 8m(p cos (p 

so wird schließlich tgxp = cotg y. 

690* Die Winkelbeschleunigung des Körpers ist 

, G a sin a . . 
A = — ^ = A sin a, 

17* 
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und mit 



691. 692. Resultate und Lösun^^en. 

worin T daa Trägheitsmoment des Körpers um die Achse ist. 
Aus ü)dü) = l, ( — d a) wird 

w* = 2 A cos a. 
Nimmt man irgend einen Punkt P des Körpers mit der Masse 
d M an, setzt 

O P = r, ^SOF = ifj, r cos t/; = X, r sin t/; = y, 
so haben die Trägheitskrafte des Körpers in Richtung S und 
senkrecht dazu die Teile 

X= w^^xdM+A/ydM 
Y=A/xdM — co«/ydM 
und weil /xdMirrMa, /ydM = 

X = fo« M a, Y = A M a 

tg9) = |- = i, = i-tga. 

691. Nennt man T das Trägheitsmoment der Spindel samt 
Arm, so ist T -|- m x^ 

das Trägheitsmoment des sich drehenden Körpers. Es ist veränder- 
lich; die Gleichung 

,Trr. 1 11 11 . Kraftmoment 

Wmkelbeschleunigung = — — -—, 

Trägheitsmoment 

darf deshalb nicht angewendet werden. 

Das Prinzip der Bewegungsenergie L — Lq = A liefert, da die 

Arbeit A Null ist, 

oder -1 (T -f- m x«) w« = i- (T + m a") Wo», 

. ^T + ma« 

woraus w« = Wq^ ^ T ^. 

r -|- m x^ 

692. Nimmt man an, die Trommel habe sich bereits um den 
Winkel q) gedreht, so ist 

dy = x . d r/). 
Nach einer Umdrehung der Trommel hat sich ihr Halbmesser x um 

(R — r)d 

h 

vermindert, also bei einer Drehung d q) um 

, (R — r)d , . 

d X = -~ — ,d(p = — a . d rr. 
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Resultate und Lösungen. 



692. 



Durch Integration dieser Gleichung folgt 

X == R — B.q> 



und 



j = / (R — B.q)),dq) = R(p r-a qp*. 







Ein Teil des Seiles ist auf der Trommel aufgewickelt und macht 
deren Drehung mit; das Trägheitsmoment dieses Seilstückes ist 

r r X 

J g J agy 4ag ^ 

X X r 

wenn q das Gewicht des Seiles für die Längeneinheit ist. 

Nennt man T das konstante Trägheitsmoment der Trommel, 



so ist 



T + 



4ag 



(x* — r*) 



das Trägheitsmoment des sich drehenden Körpers; es ist veränder- 
lich und deshalb darf die Gleichung 

„,. , „ , , . Kraftmoment 

Wmkelbeschleunigung = = — z—, 

Trägheitsmoment 

nicht angewendet werden. 

Das Prinzip der Bewegungs-Energie lautet hier: 

Energie der Trommel samt aufgewundenem Seil -|- Energie 
des übrigen Seilstückes -|- Energie der Gewichtsmasse G = 
= Arbeit des Gewichtes G -\- Arbeit des sinkenden Seil- 
gewichtes q y 

oder: 

1 r^ . q , . -1 2 I ^ 



T + 



4ag 



(x* - r*) 



Lg ^ ^'^ g 



V« = 



= Gy + Yqy*. 



Nun ist die Winkelgeschwindigkeit der Trommel 



<a 



somit 

T + 



(■ 



4ag 



{X* - r*) + 



2 



g 



q(b + y) + G 



11-= 



2Gy + qy» 
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l;^ «^ 



anti «DÜlIcä 



Oc^^aitai? :in«i ^s 



1 ^r-r—i-^Z* 



4:li 



'1 a 



wora 



z^ = 3.- — ±i- 



JX *^, iSISr - ■n^^»^tSCTHTfii»»T r Ut^ "^'■• 



_- 5C :^ 



♦T 



:iii^^^!2iu»ii litt :igms^fmi£Ss£[is:r^ 



^ -'"' 






5« 



5« JSK 



r. = r, — Xi-* r=T. — x.J 



^ 11- — ^ X ;t- — - o- 



^mc stinke 



in*! fa. -r 












mit 



• t? --'=':!i v jiii: ^iciT 



^Ur 



f ■ rr -^ - ^^ir -.: ->> ^ -»r^-T 



_'ti 






i-^ 'mi j:;^ * 'T^io v^ 



— " --t 



r 



i - ^ 



Lt. 



II- 



— t^ .»-7-1» 



"•=^ r\~s* j;e*L 



hhl 



• — i u = ^ — lu i 

— 'fTr 



Resultate und Lösungen. 69ö 697. 

Die Walze beginnt zu rollen, wenn der Berührungspunkt ruht, also 
nach der Zeit 

_ Vp-f a6>o 

^- 3fg • 
695» Die Grundgleichungen für die Bewegung des Schwer- 
punktes und für die Drehung um den Schwerpunkt sind: 

d^x 

„ B . — sin «» — A — cos «p 

_ ^9 _ ^ 2 ^ 



Hierin sind x = — cos y, y = — sin gp die Koordinaten des Schwer- 

punktes, M die Masse des Stabes. 

d^ X d^y 

Bildet man -y-^ und -=-^, so übergeht die letzte Gleichung in 

3 3 g 

A = — — . -^ COS flp 

2 a ^ 
und aus m .d(o = l.dq): 

cü^ = — ^ (sm ^Q — sm qp), 
a 

wenn qpQ der Anfangs wert von q) ist. 

Endlich erhält man aus den beiden ersten Gleichungen: 



A=:G 



13 9 



3 
B = — G SOS qp [3 sin qp — 2 sin y^]. 

TT 

696« Wenn der Druck B verschwindet, also für 

2 . 
sm cpj =r — sm cpQ. 
o 

697* Der Druck auf die Stütze A ist A = ~. 

Der Schwerpunkt des Stabes erhält, wenn die Stütze B entfernt 
wird, die Beschleunigung 

_ G— A _g 
^'~~ M ~ 2* 
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00§ 700. Resultate und Lösungen. 

Der Stab beginnt sich um A zu drehen mit der Winkelbe- 
schleunigung 

worin T = M 1 — -|- x^ 1 das Trägheitsmoment des Stabes um A ist. 

Da ya = X Ä ist, bleibt für die gesuchte Entfernung der Stützen 

1 

698* Lösung analog wie vorher. Der Druck wird — . 

699* Ist D der fragliche Druck in A und B, M und G die 
Masse und das Gewicht der Tischplatte, T ihr Trägheitsmoment um 
AB, so wird die Schwerpunktsbeschleunigung 

G — 2D 

und (He Winkelbeschleonigung um AB 

Ge 



A = 



T' 



r 1 

worin e:=-, T = To-|-Me*^ — Mr*(r = Halbmesser der Platte). 

Aus ys = eA folgt: D = -— . 

700* Der anfängliche Druck in der Stütze P ist — . 

Nach Entfernung der Stütze F^ wird die Beschleunigung des 
Schwerpunktes S 

G — D 

und wenn der Druck D in F sich nicht ändert: 

Die Winkelbeschleunigung der Platte um F wird 

Gc 

und das Trägheitsmoment der Platte für F 

T = -i M (a2 f b2) 4- M (a2 — b«), 
wenn a und b die Halbachsen sind. 



Resultate und Lösungen. 701. 702. 



Setzt man noch y^ = d 

so wird 3 a2 = 5 b« 

und die numerische Exzentrizität 



=]4 



701* Ist G das Gewicht der Platte, S die anfängliche Span- 
nung des Fadens A B, so ist die Beschleunigung des Schwerpunktes 

G — S 

Im ersten Augenblick dreht sich die Platte um einen Punkt O, den 
man erhält, wenn man die Horizontale durch S mit A B zum Schnitt 
bringt. (Vergleiche Aufgabe 676.) 

Das Trägheitsmoment der Platte um O ist 

die Winkelbeschleunigung um O • 

Gb 

Setzt man nun yg == b A, so wird die gesuchte Spannung des Fadens A B 

702« Durchschneidet man O B und nennt S die Spannung 

von OA, X und y die Koordinaten des Schv^erpunktes der Stange, 

q) ihren Drehungswinkel gegen die Horizontale, M ihre Masse, so ist 

im ersten Augenblick 

d^x 
M-^-^ = S.cos600 
dt^ 

M.-^=G — S.sin600 
dt^ 

Mk2.^^=S.4sin600. 
dt2 2 

a 
Hierin ist k = -y-= der Trägheitshalbmesser der Stange für den Schwer- 
punkt. 

Ist ferner nach der ersten Bewegung der Stange ^ AOY =^tp, 

so wird X = ~ cos qp — a sin i/; 
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703. 704. Resultate und Lösungen. 

y = -am q>-\-B. cos iff, 

3 
woraus x^ -f" y^ — az cos 9) — ay sin qp = — a^ 

oder weil q) im ersten Augenblick klein ist: 

3 
x*-f- y* — ax — ayqp = t*** 

Differenziert man zweimal nach t und beachtet, daß anfangs 
dx ^ dy ^ dlqp ^ ^ , 

ist, so erhalt man 

^, d^y d^x , d^cp . 

und hieraus mit Hilfe der drei ersten Gleichungen 

S= ^G 
13 

die anfängliche Spannung des Seiles OA. 

703« Ist q das Gewicht der Längeneinheit der Kette und 

wird dem Prisma die Beschleunigung y nach links erteilt, so besitzt 

der linke Teil der Kette die nach rechts gerichtete Trägheitskraft 

Q a 

— y; die Spannung der Kette im höchsten Punkt ist dann für 

Q a 
Gleichgewicht S^ = q a sin a — — y cos a. 

Ebenso folgt für die Spannung im rechten Teil der Kette 

S2 = q a sin /? -j- — y cos ß. 

Setzt man S^ = Sg , so wird 

, a — ff 



2 

704. Nennt man M und M^ die Massen von G und Gi, 
y und y^ ihre Beschleunigungen, so ist 

_ G — 2Dsing _d«y 
^ ~ M ~ Jt^ 

D cos a d* X 

^^ ~ ~Mj~" "" "d? • 

Bezeichnet man OA = y, OB = x, so ist 

y = xctga 
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Resultate und Lösungen, 70ö< 706. 



d«y d»x 
und _ = _ctg«. 

Aus diesen Gleichungen wird: 

GGi 



D = 



cos a (G cotga -|- 2 G^ tga) 
Gcotga 



y~^ Gwtg a + 2 Gl tga 

_ G 

^^ "~ ^ G cotg a + 2 Gl tga* 
Da y und y^ konstant sind, so ist der Weg des Keils 

und jener der Platte x = — -;'it*. 

705. Nennt man R die Reibung, so ist nach dem Prinzip 
der Schwerpunktsbewegung die Beschleunigung des Schwerpunktes 

R — P cos a 

nach links gerichtet; M ist die Masse der Walze samt Welle. 

Die Winkelbeschleunigung der Walze um ihre Achse ist, wenn 
T ^ M k^ ihr achsiales Trägheitsmoment ist, 

_ Pa — Rr 
^ ~ ~~Mk2~~* 
Da die tiefsten Punkte der Walze die Geschwindigkeit Null haben, 

so ist j'b = rl. 

Durch Einsetzen der Werte erhält man den Mindestwert der Reibung 

^ a r -|- k^ cos a 

r2-|-k2 " 

, . P r(a — rcosa) 

und somit y, = g . - . — -^_^^^— . 

Da j/g konstant ist, besitzt der Schwerpunkt eine gleichförmig be- 
schleunigte Bewegung. 

706« Die im Schwerpunkt wirkende Horizontalkraft ist: 
H = k.SÄ.cos9) — F = kx — F. 
Die Winkelbeschleunigung um den Schwerpunkt ist: 

- 267 - 



'v'Q'^ Resultate und Losungen. 

Nennt man o) die Winkelgeschwindigkeit des Zylinders um seine 
Achse, Vg die Geschwindigkeit des Schwerpunktes, so ist, weil die 
tiefsten Punkte des Zylinders die Geschwindigkeit Null besitzen, 

dvs , H 

und y^ = ^ = rl=^, 

woraus die Fadenspannung 



und die Horizontalkraft 



F = lkx 



H = |-kx. 



Der Schwerpunkt macht also um O eine schwingende lineare Be- 
wegung. 

Die Vertikalkraft des Schwerpunktes ist 

V = ky — G. 
Es muß also G ]> k y sein, wenn der Zylinder rollen soll. 

707. Nennt man M die Masse der bewegten Kugel, G ihr 
Gewicht, so ist zunächst für die Tangentialbeschleunigung und Normal- 
beschkunigung ihres Schwerpunktes 

(a + b)f^? = ^[Gsin<p-R] 

(a + b)(-^|) ' = -[0 008 9,-0]. 

Sodann gilt für die Bewegung der Kugel um ihren Schwerpunkt 

d2^_Ra 
dt2 ~ T 

T = Trägheitsmoment = — M a*. 

Hierin bedeutet 5- den gesamten Verdrehungswinkel der Kugel gegen 
ihre Anfangslage, für den die Beziehung gilt : a (^ — cp) = hq). 
Aus diesen Gleichungen erhält man : 

dt« "~ 2Mä 
d* qp 5 G sin </) 

'dW ~ 7M~(ä+ b) 
/dy\8_ 10G(l — cosy) 
\dij "" 7M(a + b) 
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Resultate und Lösungen. 708. 709. 



und endlich : D = — G (17 cos r/) — 10) 

R = - G sin cp 



f> 



2 sin q) 



17 cos y — 10 
cos qpj = — (für D = 0). 

708. Nennt man Mj Mg die Massen der beiden Walzen, r^ r^ 
ihre Halbmesser, y^ yg ^^® Beschleunigungen ihrer Schwerpunkte, so 
lauten zunächst die Bewegungsgleichungen 

^1 ^Yi + y) = Gl sin a — S 

^2 (72 — y) = G^2 sin /? — S, 
denn yi -f" y» 72 — 7 ^^^^ ^'® relativen Beschleunigungen der Schwer- 
punkte in bezug auf das gleitende Band, dessen Bewegung nach 
rechts gerichtet angenommen wurde. Nennt man ferner X^ Ag die 
Winkelbeschleunigungen der Walzen, so ist 

und y^ = x^X^, 72 = ^2^^ 

woraus sich ergibt 

Gl sin a — Gg sin /? 

Gl + G2 
für die Beschleunigung des gleitenden Bandes und 

Q Gl Gg (sin a + sin ß) 

- 3(g;+g"j 

für seine Spannung. 

709« Nennt man x und y die Schwerpunktskoordinaten des 
Stabes AB = 1, (p seinen Winkel gegen die Vertikale Y während 
der Bewegung, M seine Masse, A den Druck an der Ebene, f die 
Reibungsziffer, so sind die Bewegungsgleichungen des Stabes 

d^x 

d«v 
M34 = A— G 
dt2 

— Ml'* . - ' = A — sm qp — f A - cos w, 
12 dt2 2 ^ 2 ^ 
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'^^0 Resultate und Lösungen. 

Ferner ist x = — sin qp, y = — cos g>, 

d*x d*y . 1 d^cp 

woraus -^r— r cos flp r-^ Sin o) = — . -Y-^. 

dt» ^ dt» ^ 2 dt» 

Aus obigen drei Gleichungen wird sodann die Winkelbeschleunigung 

des Stabes l = ^^Mpt 

dt» 21 

und aus a)da) = Idfp durch Integration 

« /dg)\» 3g, ^ 
w»=^^j = -^ (cos /? — cos qp), 

wenn /? der Anfangs wert von (p ist. 

Für (p = 90® wird w» = — ^^ cos ß und somit die Geschwindig- 
keit des Punktes B beim Aufschlagen 

v»=:l»w8 = 3glcos/?. 
Ferner wird der Druck 

d»v Ml 

A = G + M -^-•; = G — ^- (w' cos y + A siny) 

und A = - (l — 6 cos q) cos ß -\- 9 cos» qp). 

Der Stab kann die Ebene nicht verlassen, da für A = 0, cos q> 
imaginär wird. 

710. Nennt man G das Gewicht einer Walze, M ihre Masse, 
r ihren Halbmesser, D den Druck zwischen den Walzen, ferner 

•BO = y, OC = x, 
so ist X» + y» = 4 r», 

die Beschleunigung des Punktes B 

d»y G — 2 D cos f/) 

y — — ^^2 = M 

und die Beschleunigung des Punktes. C 

d» X D sin (p 

^^ ^ dt» ^ ■"M"""* 
Durch Differenzieren der ersten Gleichung erhält man 

X-, +y. f- = 
dt ' -^ dt 

d2x , d»y , /dx\2 , /dy\» ^ 

""^ ^•dt» + ^-dt» + (dt)+(dl)=^ 

d»x , d»y , 4r2 /dy\» ^ 
oder -•dt»+y-dt»-+ x^Uy =^- 
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Resultate und Losungen. 711. 

Entfernt man mit Hilfe der beiden Gleichungen für y und y^ den 

d^x 
Druck D und -j- 2"» benützt femer die Beziehungen 

X y 

sin cp = — — , cos cp = -7-, 
^ 2r' ^ 2r 

so geht die letzte Differenzialgleichung über in 

welche Gleichung auch geschrieben werden kann 

(4r« — y«)2\dt/ "f 4r« — y» dt« "^^~ 

und die Geschwindigkeit der mittleren Walze: 






^2 — \^J \ — n rt -- -, * ' y 



somit V* — o ^ I r ^ / 



,2 ^ y2- 

Für den Anfang ist v = 0, y = r V 3 

= 2g('^-y'^:^y4 

und die Geschwindigkeit im Augenblick der Berührung der mittleren 
Walze mit der Ebene: 

711. Nennt man M und M^ die Massen des Punktes und 
des Keils, Gj das Gewicht des letzteren, so lauten die Bewegungs- 
gleichungen des Punktes G 

d*x 
M . -^-g =i — D . sin (/? — a) 

M . ^^- = D cos (/? - a) - G 

und da der Keil fortschreitende Bewegung besitzt, die Bewegungs- 
gleichungen des Punktes B 

d^x 
Mj . --z-^ = D . sin (/? — a) + D^ sin a 

d^y 
Ml . -^\ = — D . cos (/? — a)-\-l^^ cos a — G^. 
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711. 



Resultate und Lösungen. 



Ferner ist y — ji = (x — x^) tg (/J — a) 

und yi = (a — Xi)tga, 

wenn man E = a setzt Die beiden letzten Gleichungen liefern 

d«y d«yi /d»x d'x.\ ,^ 

d«yi_ d«Xi 



dt» 



-^F-*«°- 



Aus diesen beiden und den ersten vier Gleichungen erhält man 

d^ X Gl cos /? cos a sin (ß — a) 

di^~~^ Gl + G sin« ß 



d«y 
dt«*^ 

d^Xi 

dT« 



~g 



Gl cos /? cos a cos (ß — a) 



g 



Gl + G sin2 ß 
cos a [Gl sin a -f~ ^ s*° /? cos (/? — a)] 



Gl + G sin2 /? 
d« ji sin a [Gj sin a + G^^ sin ß cos (/? — a)] 

und hieraus: 



Gi4-G3in2/?" 



a) Die Beschleunigung yi des Keils auf der schiefen Ebene, 

d^Si 



wenn AB 



Yi 



h' Yi 

d^Xi 



= ^3 oder 

Gl sin a + G sin ß cos (ß — a) 



cosa dt2 ^ Gi + Gsin»/? 

Die Bewegung ist gleichförmig beschleunigt, also 

si = -2-yit2. 

b) Die Beschleunigung y des Punktes G auf der Keilfläche, 
wenn CG = s, CB=b: 

(12 g 

y = -j— ^, oder weil (b — s) cos (ß — a) = x — Xi, 



Y = 



dt2 
1 



cos (ß — a) 
und ebenso wie oben s 



d^x . d^x^ 
"" dl2 + ~d t^ 



= g 



(G + Gl) cos a sin ß 



ytK 



c) Die absolute Bahn des Punktes G ist eine Gerade; deren 
Neigung qp gegen die Horizontale ist 

_ d 2 y d^^x _ _^ Gl + G s ing ß_ 
^ ^ ~" d't2" ' Tt2" ~ Gl cos a cos ß s^iV^/?" 



--^—coigiß-^a). 
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+ G sin* ß 



Besultate und Lösungen. 712. 

M d*x G Gl cos a cos /? 

' sin (/J - o) dt« ~ Gi + GsinV' 

' ^ \ dt^ dt^/ sma G^ 

712. Nennt man BC = s, so ist 

s sin a = 2 a sin ^ 

ds . dcp 

-T— sm a = 2 a cos op . -r-^ 
dt ^ dt 

und wenn -p- = w , -r^ = ^ bezeichnet wird : 
dt dt* 

d*s 

j-y sin a = 2 a (A cos qp — w* sin (jp). 

Für die Spannung S des Fadens ist nach dem Prinzip d'Alembert's: 

S + My = P, 

somit S = P — M -ir-K = P -1 — -, (w* sin öp — A cos cp) . . (1 . 

dt* ' sin a ^ ^ 

Nennt man femer x und y die Koordinaten des Schwerpunktes der 
Stange, Mj ihre Masse, A und B die Auflagerdrücke in A und B, 
so wird 

d^x 
M, ,-x = Scosa — Bsina (2. 

dt* ' ^ 

Mi^ = A — G + Bcosa4-Ssina (3. 

^ d t^ ' ' 

Mj k* . -y g- = B a cos (a — qp) -|- S a sin (a — (p) — A a cos (jp (4. 

(Hier ist k= -_. der Trägheitshalbmesser der Stange in bezug auf 

den Schwerpunkt) 

Aus den geometrischen Beziehungen 

X = a (2 -j- 2 sin (jp cotg a — cos qp) 

y = a sin (p 

dx 
folgt femer -7— == a w (2 cotg a cos cf> -j- sin qp) 

dy 

— ^ = a C(> cos (T) 

dt ' 

Wittenbauer, Aufgaben. 
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713-716. 



Resultate uiul Losungen. 



und 



d«x 



j-g == a w* ( — 2 cotg a sin y -|- cos (p) 

-|- a^ (2 cotg a cos y -j- sin y) 

d«y 

-.-— = — a w^ sin y -{- a A cos y . . 

Entfernt man aus den Gleichungen 1. bis 6. 

A,B,S, ^^^, j|, 80 bleibt 



(5. 
(6. 



2;i|Pcos2y-f-G 

-f- 0)^ {G cos a sin (a — 2 qp) — P sin 2 qp} 



cos a cos 9) cos (a — y) -j- « ^^^ ^5 



= -^ cos fip sin a (2 P — G sin a). 
2a ^ 

Diese Gleichung kann auch geschrieben werden: 

ff 

d {K . w^} = ^~ sin a cosqp (2P — G sin a) . dq> 

u a 

worin K der Faktor von 2il ist, und nach Integration und Ein- 
führung der Anfangswerte y = 0, w = 0: 

K w* = -^ sin a sin g) (2 P — G sin a), 
M a 

und die Geschwindigkeit des fallenden Gewichtes P aus 

ds 2 a cos (/) 



dt 



sin a 



ü): 



o ^ sm (/) cos* w ,^^ ^ . . 
v2 = 2 a g — ^^ — ^ (2 P — G sm a) 

K sm a 



worin K = P cos^ q) -\- G 



l 



cos a cos y cos (a — T') "f" ^ ®^^* ^ 



713. 



714. 



M, 



M 



= k = Stoßziffer. 



2 



Ml 



M 



= 3. 



2 



715. -^ =- 



• 1+k 



a — k' 
1 



716. Stoßziffer k = 

Die Geschwindigkeit der stoßenden Kugel nach dem Stoß ist Null. 
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Resultate und Lösungen. '^f^ ^20 

717. Mg hat nach dem Stoß mit M^ die Geschwindigkeit 

Ml 5 



^2 



1 — 



nach dem Stoß mit M, die Geschwindigkeit 

Mj + M3. 
Soll dieser Ausdruck gleich — v^ werden, so muß 

Mg = 4 Mg sein. 

718. Da die Bewegungsgröße sich nicht ändert und die Stöße 
unelastisch sind, werden zuerst zwei Kugeln mit der gleichen Ge- 

schwindigkeit -^ laufen, sodann drei Kugeln mit -^ und schließlich 

alle vier Kugeln mit — . 

4 

719. Nennt man v^, Vg die Fallgeschwindigkeiten der beiden 
Gewichte G^ und G« im Augenblick des Auftreffens, so sind 

Vi = 1/2 g hl, V2 = y2 p7 
und die Bewegungsgrösse vor dem Stoß 

— (Gl Vi — Gg V2). 

Nach dem Stoß ist die Bewegungsgrösse 

i.(2G + Gi+Gg)c. 

Setzt man beide gleich, so wird 



^'-vag gG + Gi + Gg- 

720. Vor dem ersten Anprall sei die Geschwindigkeit Vj ; 
dann ist vor dem zweiten Anprall 

Vg = — Vi k, 
wenn k die Stoßziffer ist; die Zeit zwischen erstem und zweitem 
Anprall ist 

a — d 
Vi k 
Rechnet man ebenso die Zeit zwischen zweitem und drittem Anprall 
. . a — d 
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'J'gl 724. Resultate und Lösungen. 

so wird die ganze Zeit 

t = tj -f- tg -}- -|- tn _ 1 

a — d 1 — kJi--i 

und V, = . -. r- r— -. 

^ t k"-i(l — k) 



721. Ma=yMiM3. 

722. Nennt man in dem Augenblick, in dem C mit B in 
Berührung kommt, 

-^BCD = a, ^BCA = Y^, 

ferner d den Kugeldurchmesser, so ist v^ cos a die Geschwindigkeit 

1 * 

des Stoßes und — v^ cös a (1 — k) die Geschwindigkeit der Kugel C 

in der Richtung C B nach dem Stoß , hingegen v^ sin a senk 
recht dazu. 

Hieraus folgt 

2tga 

Nun ist d sin y = a cos (cp — a), 

woraus 

BD = dsina = --4-i-,(l/d2--a2(l--k2) + d). 

a(l -|- k) 

723. Nennt man a den Winkel zwischen v^ und der ge- 
meinsamen Normale der beiden Kugeln, so hat die stossende Kugel 
nach dem Stoß die Geschwindigkeit v^ sin a in der Tangente, 

— Vj cos a (1 — k) in der Normale; somit 

1 1 

— 2 ^1^'= v^^ sin^ ^ -\- ~r ^1^ ^^®^ ^ (^ — ^)^' 



2 i/ n2 — 1 
woraus cos a = - |/ ^3-- ^^^^-p^^ 

724. Nennt man cp die Ablenkung des Balles A durch den 
Stoß, so ergibt sich allgemein 

cotg cp = cotg a -f- - — , , , . r< ^« 

^ ^ ^ ' (1 -f- k) sm a (1 — cosa) 

Für (^ = 90^ wird hieraus 

o 2 

cos^ a — cos a = - — r-v- 

1 -4-k 
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Resultate und Lösungen. 735 727. 

725. Die zweite Kugel besitzt nach dem Stoß mit der ersten 
die Geschwindigkeit ~j^ = ^ ^ v^, 

wenn M^ und Mg die Massen der stoßenden und der gestoßenen 
Kugel sind. Ebenso ist die Geschwindigkeit der dritten Kugel 

/ 2 n \2 
nach dem Stoß 1 — -. — -1 v,, 

\n -|- 1/ 

die der letzten ( — — — ) v.. 

\n -|- 1/ 

726. Ist 1 die Länge vom Aufhängungs- bis zum Kugel- 
mittelpunkt, so ist die Geschwindigkeit der Kugel M^ vor dem Stoß 



Vi = y 2 gl (1 — cos ai) = 2 sin -^ Vgl; 
die Geschwindigkeit von Mg nach dem Stoß mit M^ : 



und nach dem Stoß mit Mg: 



Mi+M, 



die Geschwindigkeit von Mg nach dem Stoß mit Mg ist: 



C3-C2(l+k)-^^^^^^(l+k)2 Vij^^_^^^ . Mg + Mg- 
Setzt man wie oben: 



so wird: 



V=2sin^i/gi; c, = 2 ain -J l/g 1, 



. «g • «1 /^ I 1 ^ M. Mo — k Mg 
sin -^ = sin -^ (1 -(- k) ^ * ' 



2 ^^ ' 'Mi+Mg- M3 + M3 

sin ?» — sin " Wl -I- k^2 ^' ^ 

sm 2 -8m-(l+k) _-^-^.^j_^_ 

und für die besondern Werte : 

a2 = 130l6', 03 = 360 32'. 

727. Nennt man G^ das Gewicht des Stabes, (o^ seine 
Winkelgeschwindigkeit in der tiefsten Lage, T^ sein Trägheits- 
moment für O, so ist nach dem Prinzip der Bewegungsenergie 

11 1 r* 
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'J'28. Resultate und Lösungen. 

und somit die Geschwindigkeit des tiefsten Punktes (Stoßstelle) 

Vi = 1 CO = y 3gl. 
Die an die Stoßstelle reduzierte Masse des Stabes ist 

und die Geschwindigkeit des Gewichtes Gg (Masse Mg) nach dem 
Stoß c, = -^^ = V, ^^ 



M^ ^G, + 3Gg 

■^ aWi 

Nach dem Prinzip der Bewegungsenergie ist ferner für die Be- 
wegung von Gl 

— y Mg Cg* = — X f Gg, 



woraus 






728. Die Geschwindigkeit v^, mit der das Stabende an den 
Würfel stößt, folgt aus dem Prinzip der Bewegungsenergie: 

L — Lo = A 

oder -^ Ti Wi^ = Gl . — ( l — cosa). 

Hierin ist Ti = — Mi 1^ das Trägheitsmoment des Stabes für O, 

Wi seine Winkelgeschwindigkeit im Augenblick des Stosses. Es folgt 

Vi = 1 Wi == y 3 g 1 (1 — cos a). 
Die reduzierte Stangenmasse an der Stoßstelle ist 

Das Trägheitsmoment des Würfels um Og ist 

und somit seine nach A reduzierte Masse 

To 2 G. 



m 



2 ^ ^2 



*~s^~ 3-g- 
Die Geschwindigkeit von A nach dem Stoß ist 
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Resultate und Lösungen. 739. 

Die Bewegungsenergie des Würfels nach dem Stoß ist 

Zum Kippen des Würfels ist die Arbeit erforderlich: 

A = G,^(y2-l). 

Es muss SR > A sein oder : 

cosa<l--|-(V2-l)^(l + 2g^)*. 

Andere Lösung: Ist D die Stosskraft zwischen beiden Körpern, 
so ist ihr Moment um O^ bezw. Og gleich der Änderung des 
Momentes der Bewegungsgrösse oder : 

D 1 = Ti (Wo — Wj) und D s = Tg «g- 
Hierin ist Wq die Winkelgeschwindigkeit des Stabes zu Beginn des 

Stosses, nämlich -p. Hieraus wird zunächst 

^K — lWi) = -^CD2. 

Ist der Stoss unelastisch (k = 0), so bleiben die Körper nach dem 
Stoß in Berührung und es ist für die Stoßstelle 

1 Wi = S Wg, 

woraus mit ^ = gjf^, ^ ^ gjj^ 

lOlgt Cg = S Wg = Vi 



Ist die Stoßziffer nicht Null, sondern k, so ist der Faktor 1 -j- k 
noch hinzuzufügen, es wird also 

wie bereits oben gefunden wurde. 

729. Reduziert man die Masse Mg des Balkens nach A, 
so ist sie 

T 1 
SW — ^ — --M 
^ — a^ ~ 3 ^ 

und die Geschwindigkeit von M^ nach dem Stoß 

_ 2 Vi __ 3 Ml — M g 

"^ ÜWg 



wenn v^ == V 2 g h die Geschwindigkeit vor dem Stoß ist. 
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730. 731. 



Resultate und Lösungen. 



Der Punkt A, der anfangs ruht, hat nach dem Stoß die Gre- 
schwindigkeit 

2 Vi 



C2 = 



1 4- -^~ 
Ml 



woraus 



'2 



6 Ml 



^2— a "~ a 'SMi + M/ 



730* Nennt man Ti, Tg, Tg die Trägheitsmomente der drei 
Stäbe für ihre Drehungsachsen, so ist: 

M 

M 

M 

Nach dem Stoß nehmen die Punkte der drei Stäbe folgende Ge- 
schwindigkeiten an: 

Ma,« 



A 



« 



B 



'2 



^8 



B 



s 



Vl = 



Mai« -f- Ti 
bi 



(l + k)V 



a. 



^2 1 / 1 I 1 \ 



V2 = 



cs = 



"2 



-2 



*8 ■'•2 



*8 ■'■ 2 ~r "2 ■'■8 

b 



r^ (1 + k) V2 



'8 



ac 



Cg. 



Die Kugel m erhält endlich die Geschwindigkeit 



c = 



oder 
c=V(l+k)* 



aia^asbjb^baMTiTaTe 



(ai''M+Ti)(a,2Ti +bi*T3)(a3*T, + b,*T3) (T,+mb,*y 

731* Nach dem Prinzip der Bewegungsenergie ist die Ge- 
schwindigkeit des Stabes an der Stoßstelle 
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Resultate und Lösungen. 733. 733« 



Vl^ 



3 g sin a b^ 



a 

wenn OA = a, OB = b gesetzt wird. Die Geschwindigkeit c^ dieser 
Stelle nach dem Stoß ergibt sich aus 

Vi (1 + k) 



Vi— Ci 



1 + --"^^ 

oder mit Mg = oo (weil B fest ist) 

Cj = — k v^. 
Setzt man analog wie oben 

,_ 3gsin/gb« 



^ a 

-■ /.« 
so wird 



r sin a 



732« Ist Mg die Masse der Platte, so ist ihr Trägheitsmoment 

7 .7 

für X : -— Mo h^ und die nach A reduzierte Masse : t-t M« = ÜR«. 
48 ^ 12 ^ ^ 

Ist Vj die Geschwindigkeit der stoßenden Masse Mj = — Mg, Cg 

die Geschwindigkeit der Stoßstelle A nach dem Stoß, so ist 

M, 



Cg = V,(l+k) 



Mi + aWj 



12 
und für k = 1 : c« = -— v.. 

Soll die Platte bis zur horizontalen Lage schwingen, so ist nach 
dem Prinzip des Bewegungsenergie 

-^üKgCg^ = Mgg.-^, 

6gh 
woraus - — ■' 



^ 12 V 1 



733* Das Trägheitsmoment der Daumenwelle um ihre Achse ist 

Ti = :^.^;rd(R*+5r*); 

die an die Stoßstelle reduzierte Masse der Daumen welle 

4T 

^ (R + r)-^ ' 
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734-. 73o. Resultate und Lösungen. 

ihre Geschwindigkeit an der Stoßstelle 

(R + r)n7i 

^^ = 60— • 

Der Stoß ist unelastisch, da Welle und Stampfe nach dem Stoß 
in Berührung bleiben ; demnach ist die Geschwindigkeit der Stampfe 
nach dem Stoß 

Es ist also 

1 7i»ynd(R + r)(R* + 5r*) _o202m/8 
*''' - 60 ■ ^"d"(R*"+ 5 r«) -f- 3 G, (R + rp " ^'^^^ ""• 

734* Nennt man S A = a, 1 die Länge des Stabes, M^ seine 

12a'^ 
seh windigkeit des Schwerpunktes S nach dem Stoß 

1+k 



1 
Masse, ÜR, = ^ M. die nach A reduzierte Masse, so ist die Ge- 



58 = Vi 



weil die Masse Mg des Hindernisses unendlich groß ist 

Für die Winkelgeschwindigkeit w des Stabes um S erhält man 

1+k 



nach dem Stoß a w = — Vj 



1 + --^ 



und für die Geschwindigkeit der Stoßstelle A : Cs 4~ *''^> d. i. 

-v,k 
also von a ganz unabhängig. 

735. Ist Ml die Masse der Platte, M^ q^ ihr Trägheitsmoment 
für die Schwerlinie senkrecht zur Bildfläche, so ist ihre Winkel- 
geschwindigkeit nach dem Stoß 

l Vi(l+k) 

worin Vj die Fallgeschwindigkeit der Platte, SKj die an die Stoß- 

Mi, 

^2 



M p* 

stelle reduzierte Masse — ^- ist. Soll Wt ein Maximum werden, so 

x^ 

muß X 1 1 -|- ^ ) ein Minimum sein ; dies tritt ein für x = p. 
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Resultate und Lösungen. ^gß ^ßg 

Die größte Winkelgeschwindigkeit der Platte ist also 

2q 

736. Nennt man S den gemeinsamen Schwerpunkt der Masse 
M und des Stieles, S^ jenen der Masse M und bezeichnet 

OS = z, SSi = y, 
so muß zj = Q^ 

sein, wenn (M.-\- fix) q* das Trägheitsmoment des Hammers für seine 
zur Bildfläche senkrechte Schwerlinie ist. 

Es ist y = v^4^— (- + a) 

z = X -f- a — y 

wenn T das Trägheitsmoment von M in bezug auf seine zur Bild- 
fläche senkrechte Schwerlinie ist. 
Hieraus erhält man 

^x2(x + 3a) = 6T. 

T 

737« Es muß y-|-r= ^— sein, wenn T^ das Trägheits- 

moment der Masse M der Scheibe für X ist. 

Aus Tx = - Mr* -j- My^ findet man 

r 

738. Es ist, wenn M die Masse des Dreieckes, j, die Koordi- 
nate seines Schwerpunktes bezeichnet: 

/xydM _ /•y'dM 

^~ Mye ' ''"■ Mys ' 
woraus wegen 

a 

xy dM = fj, / xy dxdy = fj, xdx.-^ =-|i-a2b2 



yi = — (a — x), M = y ^1 a b 

a 

fy^dM=^ f fy^dxdy = ^ fdx.^^= ^^^fih^; 
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739. 740. Resultate und Lösungen. 

a b 

endlich folgt : | = — -, rj = -—. 

739. Rechnung wie in vorhergebendem Beispiel. 
/ xydM = ^£ / / xydxdy = ^ /[xdx/ydy] = 





r 



= |-y*xdx.yi«=^yx(r«_x*)dx = -|-r* 





yi 



/ y^dM = ^ / / y^dxdy = ^i i[^^ i 1^ ^Y\ 





r. r 



= -|-ydx.yi8 = -|-y*(r2-xr'«dx = ^.r*, 







woraus M = —- r% yg = — 



woraus 



8 n 
g = yr, , = --^r. 

740. Rechnung wie im Beispiel 738. 

/xydM = ^/ /xydxdy = ^/ fydy/xdx] 

y"xydM = ^//bh»(b3-bi). 



Ferner / y2dM = -— /ubh^ 

y -^ 24 '^ 

M ^ Y |tf b h, ys = y , 

somit g ^ (bg _ bi), ri 



2 '^ ^" ' 2 
d. h. der Stoßpunkt liegt im Halbierungspunkt der Grundlinie b. 
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Resultate und Losungen. 74:1 74:4. 

741. In B wird ein Stoß auf die Platte ausgeübt. Bildet 
man die Momente der Bewegungsgrößen der Platte um B vor und 
nach dem Stoß und setzt sie einander gleich, so ist 

M Vs . -f- T w = M Vs' . e + T w'. 
Hierin ist M die Masse der Platte, T ihr Trägheitsmoment für die 
vertikale Schwerlinie, Vg und Vg' die Geschwindigkeiten des Schwer- 
punktes vor und nach dem Stoß e die halbe Diagonale. Mit 

erhält man o)' = — . 

4 

» 

742. Nennt man M die Masse einer Stange, T ihr Trägheits- 
moment für C, so hat die Bewegungsgröße der Stange A C vor dem 

a 
Stoß um C das Moment Mv. — , nach dem Stoß Tw. Dabei 

2 

ist (jo die Winkelgeschwindigkeit um C. Setzt man die Momente 

der Bewegungsgrößen um C einander gleich, so bleibt 

3 V 



m e^, Vg' = e ft>' 



U) 



2a 



2 

und da der Drehungswinkel des Stabes A C : (jp = — tt ist , bis A 

ö 

und B sich treffen,^ so wird die gewünschte Zeit 

(/) 4 a TT 

ii) 9 V * 

743. Nennt man M die Masse der Scheibe, T ihr Trägheits- 
moment für AC, r die halbe Diagonale, B die auftretende Stoß- 
kraft, so ist T (w' — w) = — B r. 

Hat ferner der Schwerpunkt der Scheibe nach dem Stoß die Ge- 
schwindigkeit Cg, so ist M Cg = B 
und endlich ist Cg==rw'. 
Hieraus erhält man 

w' = -— und B =: — - — . 

7 7 

744. Bildet man die Momente der Bewegungsgrößen des 
Würfels vor und nach dem Stoß um die festgehaltene Stelle H, so 
müssen sie einander gleich sein; es wird also 

Mv.4^ = Tcc>. 
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74:5. 74:6. Resultate und Losun|2;en. 

2 

Hierin ist M die Masse des Würfels, T = — - M a* sein Tragheits- 

3 

moment für die Kante bei H, w seine Winkelgeschwindigkeit nach 

dem Stoß. Daraus wird die gefragte Geschwindigkeit 

a 3 /— 

0) = -— V y 2. 



Die Bewegungsenergie des Würfels nach dem Stoß ist 

soll sie den Würfel kippen, so muß sie die Arbeit zum Heben des 

Würfels M g 4- (V^— l) 

leisten können; es muß also 

8 



v2^y(y2 — l)ga 



sein. 



745. Setzt man die Momente der Bewegungsgrößen um A 
vor und nach dem Stoß einander gleich, so wird 

Mj Vi . ^ = T w + Ml ÄB2 . w. 

Hierin ist T das Trägheitsmoment des Prismas um A, w seine 
Winkelgeschwindigkeit nach dem Stoß. Es wird 

36 Vi 

ft> = -, 

53 a 

Damit das Prisma umkippt, muß seine Bewegungsenergie größer als 
die zum Kippen um A notwendige Hebe-Arbeit sein, oder 

-1 (T + M, ÄBä) tu« >(M, + M3) g (äs - y a ), 

worin S der gemeinsame Schwerpunkt des Prismas und der Masse 
Ml ist. Es ergibt sich 



und hieraus 



746. V = 16,6 . — 



A S = ^-a 
8 






1000'" _ V^ 
' 3600 « "~ ^ ' ir 
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Resultate und Lösungen. 



747-762. 



747. y = 12 713,76 



748. t = 1 Minute. 



Kilomet. 



Stunde 



8 



m _ 1000 »^ 
^' sä —y- (3600 s) 



8 



80^ = 288 ^««<^'" 



s 



8 



t» 



749. y= 1,831 



^ ^, m m t 

9>8l-^ = y.^2' j = 0,432 

750. Die Zeiteinheit muß verzehnfacht werden. 

A. 4 = 100A. ^ 



t» 



ti^ 



751. 1 PS. = 542 engl. Sek.-Fuss-Pfund. 



75 



mkg 
sek 



X. 



0,454 ^ . 0,305 ™ 



Isek 



752. 1 PS. = 75 g = 735,75 -H 

s • 

753. Ti=T.981.10^ [T.ML» = Ti.MiLi2 oder 

^ 1^^ Gewic ht ^^3^ 1 g Masse . 1 cm«]. 

, km«r ,^^, ^, Pfund. Fuss2 Kilo.Met»' 

754. X = 1 — ^ 64285,71 -.^.— .r- - = x 



s 



8 



755. x = 74ll 



Pfund 



Zoll» 



Minute^ 

^^^ Kilo Pfund 

600 . — 2- = ^ • Z0II2" 



sek» 



cm 



756. a L-i; b ML-iT-2. 

757. a== 0.100, b = 0,667 

Kilo 



0,038 — = a . -^ , 
cm Zoll 



0,054 . 



cm^ 



_ Pfund] 
"~ ^ • YolP T 



758. a ML-(^ + i)T^-2. 

759. a M L-S; /?...,, M L- ''Z« T - \ 

7«0. u T-i; a L; ß L^T-«; y 

761. a L-iT2;/J T». 

a = 0.00008848, während ß unverändert bleibt. 

762. a L*'.T-i; ß T-i. 

a = 63,8352, während ß unverändert bleibt. 
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^ß3 769. Besoltete und Losangen. 

71(3. abc haben die Dimensioii L'^T~^ 

»1 bi „ „ „ L'». 

Es wird: a = a^ = 40,94 

b = bi = 0,002759 

c = 1,78. 

764* Da A die Dimension Null hat, bleibt für die Ziffer 

1250 die Dimension M~^LT* oder auch -=-, wenn mit K die 

• J\. 

Dimension der Kraft bezeichnet wird. 

765* Wird die Dimension der Kraft mit K bezeichnet, so 
hat die Ziffer 0,00277 die Dimension T^L^K"«; sie ändert sieb 
also in 0,27569. 

766* Nennt man K die Dimension der Kraft, so findet man 
für die Ziffern 7, 40 und 0,06 der empirischen Gleichungen die 
Dimensionen L\ KT-i und K-V.LT'/«. 

Man erhält also die Dimensional-Gleichungen : 
7 . Met''« = X . Fuss */« 
40 . Kilo . Stunde -1 = y . Pfund . Stunde -^ 
0,06 . Kilo-*/« . Met . Stunde*/« = z . Pfund -V. .Fuß . Stunde*», 
woraus die neuen Gleichungen folgen 

12,5 B\2 



h^ 



"^ \86 + B/ 



ß6 + B> 

dF = o,i3|/ß; 

767* Nennt man K die Dimension der Kraft, so ergeben 
sich für die Ziffern 0,045 und 0,5 die Dimensionen K-*«L und L. 
Man erhält die Dimensional-Gleichungen: 

0,045 . Kilo-*« . cm = X . Pfund"*/« . ZoU 

0,5 cm = y . Zoll, 
woraus die neue Gleichung folgt 

d2 = 0,012|/P-f- 0,2. 

768. Die Dimensionen von v, B, R, r sind: LT-^ KT-^ 
L* und L^K"*; daher hat die Ziffer 3600 keine Dimension, sie 
ändert sich also überhaupt nicht. 

769* Die Gleichung enthält vier verschiedene Längeneinheiten : 
mm, cm (in Atmosphäre), dem (in Liter) und m. Nennt man diese 
der Reihe nach 

Lj : Lg : Li : L = 1 : 10 : 102 : 10» 

- 288 - 



x 



Resultate und Lösungen. 770. 

und K die Einheit der Kraft (Kilogramm), so wird die Dimensional- 
Gleichung 






oder f = 15 ]/ - . L^L/'tLg Lg" ^K-\ 

^ Po 
Die Ziffer 15 hat also die Dimension 

L-^Li-^a^g-iLg^KS. 

Will man sämtliche Größen in der Gleichung auf met. beziehen, 
so ist 

15 . L-2 L^-'^ L^ 1 L32 = X . L- 2 L-^ L-5 L« 
woraus x = 15 . lO"*/^. 

Will man sie hingegen auf mm beziehen, so wird 

und y = lo.lO-^^. 

Die Gleichung lautet also dann 

f = 0,015 1/^^ ^ und f = 15 . 10-10 |/-\ 
^ Po ^ Po 

770. In der Gleichung kommen zwei Krafteinheiten (Kilo- 
gramm und Tonne) und zwei Längeneinheiten (Kilometer und Meter) 
vor; außerdem soll die Zeiteinheit (Stunde) durch eine andere (Se- 
kunde) ersetzt werden. Zwischen diesen Einheiten bestehen die 
Beziehungen : 

Kl = 1000 K, Li = 1000 L, T, = 3600 T. 
Die Dimension von 0,0052 ist 

K T^^ 

Die neue Ziffer k für einheitliche Einheiten muß also der Gleichung 
genügen : 

K T 2 K T2 

00^2 -— ^ — k — 

woraus k rr:: 67392 . 10"^ 
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